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Para Inicio de 
Conversa... 


А experiéncia adquirida nestes mais de 20 anos de docéncia da disciplina me motivou a 
apresentar um trabalho, cuja énfase é o aspecto didático. Procurei organizar um texto que 
permita ao estudante "prosseguir sozinho", se assim o desejar, sem naturalmente prescindir 
da orientacáo do professor. 

E, para tanto, como este livro foi pensado? O texto está estruturado sobre os 
dois grandes assuntos, intimamente relacionados, de seu título. Os “personagens” 
dos quatro primeiros Capítulos sáo os Vetores, cujo papel é de fundamental im- 
portáncia, não apenas no ensino da Matemática, como na aplicação em outras áre- 
as. No final dos Capítulos 2 e 3 encontram-se duas aplicações na Física. No 
Capítulo 1, a noção de Vetor é apresentada de forma intuitiva, e seu estudo é rea- 
lizado por meio dos Tratamentos Geométrico e Algébrico. Este capítulo mereceu ` 
uma atenção muito “carinhosa” e por isso mais delongada, porquanto seu conteú- 
do facilitará sobremaneira a compreensão do que está pela frente. Os últimos cinco 
capítulos são dedicados à Geometria Analítica. O estudo da Reta, do Plano e das 
Distâncias (Capítulos 5, 6 e 7), estruturado sobre vetores, pretende conduzir o 
estudante a interpretações geométricas de fatos algébricos. No Capítulo 8, curio- 
sidades em torno das Cônicas emolduram o assunto, e, finalmente, no Capítulo 9, 
pretende-se fazer entender a origem das equações das Superfícies Quádricas, a 
partir das correspondentes Superfícies de Revolução. 

А par de uma seqüéncia lógica dos assuntos, são apresentados 111 problemas resol- 
vidos, que no texto estão identificados como Exemplos. Sua criteriosa seleção objetivou, 
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na maioria das vezes, nào só complementar a parte teórica, como preparar para o passo 
seguinte. 

Como estes apaixonantes segmentos da Matemática, Vetores e Geometria Analítica, 
permitem a visualizagáo dos conceitos, sáo apresentadas 214 Figuras, que podem auxiliar 
em muito sua compreensáo. 

Além de tudo, um número expressivo e variado de Problemas Propostos no final de 
cada capítulo, ao todo 460, proporcionará uma aprendizagem mais consistente. 

A elaboração de um livro-texto, com a explícita função didática voltada ao desenvol- 
vimento de um trabalho académico, tanto dentro quanto fora da sala de aula, propõe-se a 
atingir dois alvos: o aluno e o professor. 

Ao aluno, razáo primordial do processo de ensino-aprendizagem, gostaria de me diri- 
gir de um modo todo especial. Ás vezes é bom lembrar: Vetores e Geometria Analítica sáo 
assuntos de vital importáncia na compreensáo de disciplinas tais como Cálculo, Álgebra 
Linear, Equacóes Diferenciais, e outras, uma vez que, além de relacionarem as represen- 
tações algébricas com entes geométricos, visam a desenvolver habilidades como raciocínio 
geométrico e visáo espacial. Sua aprendizagem, entretanto, será tanto mais segura e con- 
sistente, quanto maior for o tempo dedicado a atividades extraclasse, principalmente na 
solugáo de problemas. Ao tentar resolvé-los, sugere-se náo fazé-lo de forma “corrida”, e 
sim saltando de dois em dois, ou de trés em trés, até o final. Assim se terá passado por 
todo o conteúdo e experimentado os diversos níveis de dificuldade. E, no caso de ainda 
sobrar tempo, recomenda-se retornar e resolver aqueles que ficaram de fora, para reforgar 
o conhecimento do conteúdo. Estes problemas sáo apresentados na ordem de desenvolvi- 
mento do texto, e os últimos oferecem maiores desafios. Finalmente, para permitir a auto- 
avaliagáo do trabalho, Respostas sáo apresentadas logo a seguir. 

Ao professor e colega desejo manifestar a satisfação deste lançamento, colocando em 
suas máos um texto, assim espero, facilitador de sua tarefa docente. É claro que este tem a 
“сага” do autor, e meus ex-alunos certamente nele me identificariam. Da mesma forma, 
cada professor tem suas “peculiaridades” (ainda bem!), razáo por que náo é possível fazer 
um livro do agrado de todos. 

O texto foi planejado para ser desenvolvido num semestre letivo de quatro aulas se- 
manais. Entretanto, variáveis tais como bagagem do aluno, proposta do curso e objetivos 
da disciplina podem requerer adaptagóes. Por esta razáo, foi apresentado um número ele- 
vado de exercícios, para tornar possível ao professor um maior ou menor aprofundamento 
da matéria, assim como atendimento diferenciado aos alunos frente a seus interesses e 
potencialidades. Além disso, os tipos variados de exercícios permitem ao professor sugerir 
aqueles que melhor se adaptem ao seu gosto, estilo e objetivos. 


Para Início de Conversa... IX 


Finalizando, ciente de que o sucesso de toda iniciativa de construção e difusão de 
conhecimentos muito depende das contribuições daqueles a quem se destina, dirijo este 
apelo a todo usuário — aluno ou professor — deste texto: se gostou, diga, por gentileza; e 
da mesma forma, se não gostou dele. Opiniões, críticas e sugestões serão bem-vindas, pois, 
com toda a certeza, contribuirão para o aperfeiçoamento de futuras edições. 

Para suas apreciações, dirija-se diretamente para winterle.voyQzaz.com.br, ou es- 
creva para a Editora, que me repassará as manifestações que receber. 


Paulo Mente 
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Vetores 


Com o propósito de garantir uma maior clareza para o leitor, a abordagem do estudo de 
vetores será feita por meio de dois tratamentos que se completam: geométrico e algébri- 
co. А grande vantagem da abordagem geométrica é de possibilitar predominantemente a 
visualização dos conceitos que são apresentados para estudo, o que favorece seu entendi- 
mento. Posteriormente, os mesmos assuntos e ainda outros seráo abordados sob o ponto de 
vista algébrico, mais formal e abstrato. 


O TRATAMENTO GEOMÉTRICO 


Nocáo Intuitiva 

Existem dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. As escalares são aquelas que · 
ficam completamente definidas por apenas um número real (acompanhado de uma unidade 
adequada). Comprimento, área, volume, massa, temperatura, densidade, sáo exemplos de 
grandezas escalares. Assim, quando dizemos que uma mesa tem 3m de comprimento, que o 
volume de uma caixa é de 10 dm ou que a temperatura ambiente é de 30°С, estamos de- 
terminando perfeitamente estas grandezas. 

Existem, no entanto, grandezas que náo ficam completamente definidas apenas pelo 
seu módulo, ou seja, pelo número com sua unidade correspondente. Falamos das grandezas 
vetoriais, que para serem perfeitamente caracterizadas necessitamos conhecer seu módulo 
(ou comprimento ou intensidade), sua direção e seu sentido. Força, velocidade, acelera- 
cáo, sáo exemplos de grandezas vetoriais. 

Antes de apresentar um exemplo mais palpável de grandeza vetorial, precisamos ter 
bem presente as idéias de direção e de sentido. A Figura 1.1(a) apresenta três retas. A reta 
гү determina, ou define, uma direção. A reta r, determina outra direção, diferente da dire- 
ção дегі. Já a reta гз, por ser paralela a гі, possui a mesma direção de rj. Assim a noção 
de diregáo é dada por uma reta e por todas as que lhe sáo paralelas. Quer dizer, retas pa- 
ralelas têm a mesma direção. 
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Na Figura 1.1(b) a direção é definida pela reta que passa pelos pontos A e B. O des- 
locamento de uma pessoa nessa mesma direção pode ser feito de duas maneiras: no sentido 
de A para B ou no sentido contrário, de B para A. Portanto, a cada direção podemos asso- 
ciar dois sentidos. Fica claro então que só podemos falar em “sentidos iguais” ou em “sen- 
tidos contrários” caso estejamos diante da mesma direção. 


I5 
r 


Is 
(a) (b) 


Figura 1.1 


Agora vamos a um exemplo. Consideremos um aviáo com uma velocidade constante 
de 400 km/h, deslocando-se para nordeste, sob um ángulo de 40? (na navegação aérea, as 
direções são dadas pelo ângulo considerado a partir do norte (N), em sentido horário). Esta 
grandeza (velocidade) seria representada por um segmento orientado (uma flecha — Figura 
1.2), sendo o seu módulo dado pelo comprimento do segmento (no caso, 4cm, e cada 1cm 
corresponde a 100 km/h), com a diregáo e o sentido definidos pelo ángulo de 40°. O senti- 
do será indicado por uma seta na extremidade superior do segmento. 

Observemos que no caso de o ángulo ser 220° (40° + 180°), a diregáo continua sendo 
a mesma, porém, o sentido é o oposto. Este exemplo de grandeza vetorial sugere a nogáo 
de vetor. 


Figura 1.2 


Abstendo-se da idéia de grandezas vetoriais, diríamos que o vetor é representado 
por um segmento orientado (um segmento está orientado quando nele se escolhe um senti- 
do de percurso, considerado positivo). 
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Dois ou mais segmentos orientados de mesmo comprimento, mesma direção (são 
paralelos ou colineares) e mesmo sentido sáo representantes de um mesmo vetor. Na Figu- 
ra 1.3 todos os segmentos orientados paralelos, de mesmo sentido e mesmo comprimento 
de AB, representam o mesmo vetor, que será indicado por 


— 


AB ou B-A 


onde А é a origem e B a extremidade do segmento. О vetor também costuma ser indicado 
por uma letra minúscula encimada por uma flecha, tal como у. 
B 


Figura 1.3 


Quando escrevemos v = AB (Figura 1.4), estamos afirmando que o vetor v é de- 
terminado pelo segmento orientado AB. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com- 


primento, mesma direcáo e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor v. 
Assim sendo, cada ponto do espaço pode ser considerado como origem de um segmento 


orientado que é representante do vetor v. Esta é a razáo de o vetor também ser chamado vetor 
livre, no sentido de que o representante pode ter sua origem colocada em qualquer ponto. 


B 


<} 


Figura 1.4 


Ainda, dados um vetor v = AB e um ponto P, 
existe um 56 ponto Q (Figura 1.5) tal que o segmento 
orientado PQ tem o mesmo comprimento, a mesma 
direção e o mesmo sentido de AB. Portanto, temos 


também v = PQ, o que vem reforçar o fato de que 


um representante de у pode ter sua origem em qual- 
quer ponto Р do espaço. 
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O módulo, a diregáo e o sentido de um vetor v é o módulo, a diregáo e o sentido de 


qualquer um dos seus representantes. Indica-se o módulo de у por lvl ou ll v Il. 


Casos Particulares de Vetores 


a) Dois  Vetores u e v sáo paralelos, e indica-se por 


u // y , se os seus representantes tiverem a mesma dire- инээ 

cáo. Na Figura 1.6, tem-se u // v //w , onde u e v têm — E a 

o mesmo sentido, enquanto u e v, têm sentido contrá- ыз >й. oo 
rio ao de w. 


Figura 1.6 


- > > 


b) Dois vetores п e v sáo iguais, e indica-se por u=v, 
se tiverem iguais o módulo, a direção e o sentido. 
с) Qualquer ponto do espaço é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que é indicado 


por 0 ou AA (a origem coincide com a extremidade). Pelo fato deste vetor não pos- 
suir direção e sentido definidos, considera-se o vetor zero paralelo a qualquer vetor. 


d) A cada vetor não-nulo у corresponde um vetor oposto 
y 3 - v, de mesmo módulo e mesma direção dev, porém, de 
E sentido contrário (Figura 1.7). Se v=AB ‚ O vetor BA é 

o oposto de AB ‚ Isto é, BA = -AB. 


Figura 1.7 
e) Um vetor u é unitário se lu | = 1. 
A cada vetor v, у + 0, é possível аѕѕосіаг dois x 
vetores unitários de mesma diregáo de v: ue-u AA 


E 1 > | 
(Figura 1.8). Nesta figura, tem-se lvl =3 е э" мы 
> > - - I 
lul=I-ul=1.0O vetor u que tem o mesmo sentido | zu | 


de v é chamado versor de v . Na verdade o vetor п 


te » M 1 Figura 1.8 
não é versor só dev, mas sim de todos os vetores 


paralelos e de mesmo sentido de v e medidos com a mesma unidade. 


т . Ü 


> у 
M 
à u 
(а) (b) 
Figura 1.9 
g 
Figura 1.10 
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Dois vetores u e v (Figura 1.9(a)) sáo 
ortogonais, e indica-se por u | v, se al- 
gum representante de u formar ángulo 


reto com algum representante de v. 

A Figura 1.9(b) apresenta dois repre- 
sentantes de u e v, com origem no ponto 
A, formando ángulo reto. 


Considera-se o vetor zero ortogonal a 
qualquer vetor. 


Dois ou mais vetores sáo coplanares se 
existir algum plano onde estes vetores 
estáo representados. E importante obser- 


var que dois vetores u e v quaisquer 
sáo sempre coplanares, pois basta consi- 
derar um ponto P no espago e, com ori- 
gem nele, tragar os dois representantes de 


и e v pertencendo ao plano л (Figura 
1.10) que passa por aquele ponto. 


No caso de u e V serem náo paralelos como nesta figura, estes vetores determinam 
a “direção” do plano л, que é a mesma de todos os planos que lhe são paralelos. 
Trés vetores poderáo ser coplanares (Figura 1.11(a)) ou náo (Figura 1.11(b)). 


= у 


(a) 


(b) 


Figura 1.11 
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Exemplos 
1) A Figura 1.12 é constituída de nove quadrados congruentes (de mesmo tamanho). De- 
cidir se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmações: 


h) AC/ HI о) PN L AM 
ü JO// LD р) IACI=IFPI 
j AJ/FG q ИН =IMFI 
k) AB LEG r) IAJI=IACI 
D AM LBL s) IAOI=2INPI 
m) PE LEC 0 IAMI=IBLI 
n) PN L NB I 


Figura 1.12 


Respostas 

a) V d) V DF pv m) F р) V s) V 
b) V e) V hb V k) V n) V q V t) V 
c) F f) V i) F DV o) V r) F 


2) A Figura 1.13 representa um paralelepípedo retángulo. Decidir se é verdadeira ou falsa 
cada uma das afirmacóes: 


Figura 1.13 
a) DH = BF e) 1АС1=1НЕ! 
b) АВ =-HG f) IAGI=IDFI 
c) AB 1 CG g) BG // ED 


4) AF L BC h) AB Р BC е СС são coplanares 


) AB, FG e EG sáo coplanares 
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m) AB , DC e CF são coplanares 


p EG , CB e HF são coplanares n) AE é ortogonal ao plano ABC 
k) AC, DB e FG sáo coplanares 0) AB é ortogonal ao plano BCG 
) AB, BG e CF sáo coplanares p DC é paralelo ao plano HEF 
Respostas 

a) V e) V D V m) V 

b) F f) V pj) V n) V 

c) V g) Е k) V o) V 

d) V h) F D F р) V 
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Adicáo de Vetores 


Consideremos os vetores u e v, cuja soma и + у рге- 
tendemos encontrar. Tomemos um ponto A qualquer (Fi- 
gura 1.14) e, com origem nele, tracemos um segmento 
orientado AB representante do vetor u. Utilizemos a ex- 
tremidade B para tragar o segmento orientado BC repre- 
sentante de v. O vetor representado pelo segmento 
orientado de origem A e extremidade C é, por definição, o 
vetor soma de u e v ‚ isto é, 
u + v = АС 

ou 

AB + BC = AC 


A 


u+v 
у 
" B 
Figura 1.14. 
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Sendo u // v, a maneira de se obter o vetor u + v é a mesma e está ilustrada na 


Figura 1.15(a) (u e V de mesmo sentido) e na Figura 1.15(b) (u e V de sentidos 


contrários). 


-» — ж 

u У u 
e@e— F Un e—— F n J — 
| 21 Zug 
' 
! > — | [ > — Уф 
! u+v I | uv 
@— H e—— n 

i 


Figura 1.15 
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— J J U... L... lLIIIlI  lLLIlIUI)IQ a Aio i e | '"'/))|[|)"C)((—Á— dl 


D No caso de os vetores u e v não serem paralelos, há uma 


=- > 


outra maneira de se encontrar o vetor soma u+v. Repre- 


sentam-se u = AB e у=АР por segmentos orientados de 
mesma origem A. Completa-se o paralelogramo ABCD (Fi- 
gura 1.16) e o segmento orientado de origem A, que corres- 


ponde à diagonal « do paralelogramo, éovetor u + v, isto é, 


u + v = АС 
Figura 1.16 ой 
АВ + AD = AC 
Para o caso de se determinar a soma de trés vetores ou mais, o procedimento é análo- 
go (Figura 1.17(a)) e, em particular, se a extremidade do representante do último vetor 
coincidir com a origem | do representante do primeiro (Figura 1.17(b)), a soma deles será o 
vetor zero (u + V + W + t = 0). 


— 


> 
У У 


el 
i 
=} 
<| 


(a) | (b) 
Figura 1.17 


Sendo u, v e w vetores quaisquer, a adição admite as seguintes propriedades: 


> 


D  Comutativa: u + v = v + и 


ID Associativa: (u + V )+ 


II) Elemento neutro: u + 0 


- - 


| 


IV) Elemento oposto: и + (-u)= 0 


- - 


O vetor u + (- v ), escreve-se u - v, é chamado diferença entre u ev. 


Observemos que no paralelogramo determinado 

_ NUS pelos vetores uev (Figura 1.18), verifica-se que 

y -v a soma u+vé representada por uma das diago- 

DEN nais, enquanto a diferença u-v pela outra dia- 
u 


gonal. 


Figura 1.18 
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Exemplos 
1) Com base na Figura 1.12, página 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com 
origem no ponto А: 


a) AC + CN e) AC + EO i MO - NP 

b) АВ + BD f AM + BL p BC-CB 

c) AC + DC с) AK + AN k) LP + PN + NE 

d) AC + AK h) AO - OE D BL + BN + PB 
Solucáo 

a) AN с)АВ е) АМ g AH j AC k) AE 

b AD ФАО AK Hh A j АС DO 


2) Com base na Figura 1.13, página 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com 
origem no ponto А: 


a) AB + CG e) CG + EH 
b) BC + DE f) EF - FB 
с) ВЕ + ЕН с) AB + AD + AE 
d) EG - BC h) EG + DA + FH 
Solucáo 
a) AF с) AH e) AH g) AG 
b) AE d) AB f AF h) AD 


3) Dados dois vetores E e К náo-paralelos, construir no mesmo gráfico os vetores ü + v, 


> > > 


u -V,V-Ue- u = v, todos com origem em um mesmo ponto. 


Soluçao 


Para os vetores u e v da figura, tem-se: 
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4) Provar que as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo ponto médio. 


Solucáo 
Consideremos o paralelogramo ABCD de dia- 
© gonais АС е BD e seja М o ponto médio de АС 


(Figura 1.19), equivale dizer que AM = MC. 
Vamos provar que M é também ponto médio de 
BD. Pela i figura, ter tem-se 


B BM = BC + CM (definição de soma) 

= AD + MA (igualdade de vetores) 
MA + AD (propriedade comutativa) 
MD (definição de de soma) 
Ora, como BM = MD, conclui-se que M é ponto médio de BD. 


D 


A 


Figura 1.19 


Multiplicação de Número Real por Vetor 

Dado um vetor v + 0 e um número real à + 0, chama-se produto do número real à pelo 

vetor v ‚ O vetor av tal que 

a) módulo: lav = lal v |, isto é, o comprimento de av é igual ao comprimento de у 
multiplicado por lol; 

b) direção: av é paralelo a у; : 

c) sentido: av e y têm o mesmo sentido se o > 0, e contrário se O < 0. 
Sea=00 v= 0, então a v = 0 


A Figura 1.20 apresenta o vetor ve alguns de seus ЙДЕ 


Figura 1.20 
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Observações 


a) Considerando o ponto O como origem de v, v z 0, е de todos os vetores œv que lhe 
são paralelos (Figural.21), se fizermos c assumir todos os valores reais, teremos repre- 


sentados em uma só reta todos os vetores paralelos a v. 


У 
—————— ——— QN 
ЗУ 2У -v О 2Y nV | AV 
Figura 1.21 


Por outro lado, supondo u // v, v z 0, sempre existe um número real о tal que 


- 


u =Qv. 

Por exemplo, na Figura 1.22, onde 
DC está dividido em cinco segmentos 
congruentes (de mesmo comprimento), em 


D A B e 
—<— r — MÀ 


relação ao vetor AB ( ABI- 2), tem-se Figura 1.22 
AC - 2AB 
BD = -2AB 
CD=-ŽAB 


b) Vimos em Casos Particulares de Vetores, Figura 1.8, página 4, que a cada vetor у, 


ээ _ w - PEE 
v * 0, é possível associar dois vetores unitários paralelos а v. O vetor unitário — v 
lvl 


- 


у . - - 
ou —- de mesmo sentido de у é o versor de у. 
Ivi 


Por exemplo, 


selv | = 5, о versor de v é 


> 


л] 1 


- 1 >. - 
selvl= =, o versor de v ё Зу; 


- - у 
ве Гу 1 = 10, o versor de - v 610 
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Exemplo 

Seja o vetor v + 0. Determinar o vetor paralelo a v tal que 
a) tenha o mesmo sentido de v e módulo 5; 

b) tenha sentido contrário ao de v e módulo 10. 

Solucáo 


ү A partir de um vetor arbitrário v 0 (Figura 1.23) é sempre 
C o q - 
y 


4 А А zal M 
possível associar os dois vetores paralelos e unitários: —- 
e > Ivi 
12 - 
v . - у . m - 
PENNE LO (mesmo sentido de у) e - —- (sentido contrário ao de у). 
М [у | 
Logo, tem-se as soluções: 
Figura 1.23 80, š _ _ 
5у 10у 
a) — b) -— 
Ivi lvl 


Seu e у são vetores quaisquer e o. e B números reais, a multiplicação de número 
real por vetor admite as propriedades: 


D(oB)v = оф v) ID (о + Dv = ау «pv 


au + V) Ш) ou + у) = 00 +ау ІУ) 1у=у 
2v 


u+v 
A Figura 1.24 ilustra a propriedade Ш para © = 2, isto é, 
m > 2(u + v)=2u +2v. 
u 2u 
Figura 1.24 
Exemplos ^ 
1) Representados os vetores u, v e - 
— v 
w como na Figura 1.25(a), obter 
graficamente o vetor x tal que — ^ 
> > > 1— 
x -2u -3v + —w. 


(а) (b) 


Solução: Figura 125(b) Figura 1.25 
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2) Demonstrar que o segmento cujos extremos sáo os pontos médios de dois lados de um 
triángulo é paralelo ao terceiro lado e igual à sua metade. 


Solução 
Seja o triângulo ABC e M e N os pontos médios dos lados CA e CB, respectivamente (Fi- 
gura 1.26). 

Pela figura, tem-se 


MN = MC + CN 


C 


-laC«lCcB 
2 2 
-l(AC4CB) 
2 
1 — 


=— AB 
2 


Portanto, MN // AB eIMNI= B 


Figura 1.26 


Angulo de Dois Vetores 

O ángulo entre os vetores não-nulos uevéo ángulo Ө for- 
mado por duas semi-retas OA e OB de mesma origem O (Figu- 
ra 1.27), onde u = OA, v = OB e0<0<x (0 em radianos) 
ou 0° € 0 € 180°. 


Se u//v eu e v tém o mesmo sentido, então 0 = 0. Eo 


que ocorre, por exemplo, com os vetores u e 2u que tém o 
mesmo sentido (Figura 1.28(a)). 


Figura 1.27 


Se u//v е и e v tém sentidos contrários, entáo 0 = т. É o caso de и e-3u (Figu- 
ra 1.28(b)). 


—U > — > 
2u -3u 
o «als 
(a) (b) 
Figura 1.28 


DES To 
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1) 


2) 


3) 


Problemas Propostos E 
A Figura 1.29 apresenta o losango EFGH ins- E 2 


G 
crito no retángulo ABCD, sendo O o ponto de ШЕКЕ | 22252771 


intersegáo das diagonais desse losango. Decidir А F B 
se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes 

afirmações: Figura 1.29 

a) EO = OG f) H-E=0-C k AO // OC 

b) AF - CH g) IACI=IBDI ) AB LOH 

c) DO - HG h) (01-18! m) EO 1 CB 

d) IC - Ol = IO -BI i AF // CD n) AO 1 HF 

e) IH- Ol = IH - DI p GF // HG o) OB =-FE 


Decidir se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmações: 

a) Se u = v , então lu l= lvl. 

b) Selulzivi, então u = v. 

c) Se u // v, então u = v. 

d Seu = y, então u // v. 

e) Se w = и + v,entáolwl-lul lvl. 

f) IwI-lula Ivi, então u, у е w são paralelos. 

g Se AB = DC , então ABCD (vértices nesta ordem) é paralelogramo. 
h) Бу! -1-5у1:51ү1 

1) Os vetores 3v e-4y são paralelos e de mesmo sentido. 


j Seu // v,lul=2elvl=4, então v 22u ou v =-2u. 


k) Selvi=3, o versor de 10v é е 


Com base па Figura 1.29, determinar os vetores abaixo, expressando-os сот origem no 
ponto А: 

a) OC + CH e) EO + BG i OG - HO 

b) EH + FG f 20E + 20€ D AF + FO + AO 


c) 2AE +2 AF $) > BÓ + BH 


d) EH + EF h) FE + FG 
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4) O paralelogramo ABCD (Figura 1.30) é determinado D M C 


pelos vetores AB e AD , sendo M e N pontos médios 
dos lados DC e AB, respectivamente. Determinar: 


a) AD « AB d) AN + BC 

— AN + o. A А 
b) BA + DA e) MD + MB N 
c) AC - ВС f) BM - + DC Figura 1.30 


5) Apresentar, graficamente, um representante do vetor u - v nos casos: 


> 
M -» 
u 
— — v 
> > 
u v u у 
> 
u 


(a) (b) (с) (d) 


6) Determinar o vetor x nas figuras: 


> 
— — У — > 
> X u u х > > 
u X u 
> 
> -» 
> х . V v 
у 


(а) (b) (с) (d) 
7) Dados trés pontos A, B e C náo-colineares, como na Figura 1.31, representar o vetor 
X DOS Casos: 
a) x = BA +2BC c) x =3AB - 2BC 
b) x =2CA «2BA d) x => AB -2CB 


Figura 1.31 
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8) 


9) 


10) 


11) 


12) 
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Dados os vetores u e v da Figura 1.32, mostrar, em um 
gráfico, um representante do vetor E 
a) о-у 
Б) у-и 
Ч 


с) -Vv -2u 
d) 2u -3y Figura 1.32 
No triângulo ABC (Figura 1.33), seja AB =a e AC =b. 


Construir um representante de cada um dos vetores А 
са di castus b 
2 2 
pone е) 23-16 
2 2 A B 
a 


RAE 02:42 
2 3 Figura 1.33 
Dados os vetores a, b ec (Figura 1.34), apresentar, 


graficamente, um representante do vetor x tal que ЭРЭЭН 
M E Ты” “ше b 
a) x =4a -2b-c 
b) (a + b+c)+x=0 225 _ 


с) а * c * x -2b Figura 1.34 


Na Figura 1.35 estáo representados os vetores coplanares w 


u, v e w. Indicar, па própria figura, OS vetores 
a) avebw tal que u cav +bw > 
M 
b) aue pw tal que v =оп +Bw 
' Teria sido possível realizar este exercício no caso de os 


vetores u, v e w serem náo-coplanares? ч 


Figura 1.35 


Sabendo que o ángulo entre os vetores и е v é de 60°, determinar o ángulo formado 
pelos vetores 


a) ue-v b)-ue2V c)-ue-v d)3ue5v 
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13) Dados os vetores coplanares u, vew representados na ү 
Figura 1.36, determinar 
a) um representante do vetor x + y, sendo 
= S > = = > u 
xX=U+2vey=v-2u; 
b) o ángulo entre os vetores 3vew : 60 
с) o ángulo entre os vetores 2ue-w. 45 
14) Demonstrar que os pontos médios dos lados de um quadrilátero y 
qualquer sáo vértices de um paralelogramo. 
15) Demonstrar que o segmento de extremos nos pontos médios dos HIEMIS as 
lados náo-paralelos de um trapézio é paralelo ás bases e 
igual á sua semi-soma. u 
16) No triángulo ABC (Figura 1.37), tem-se BM = | BC e 
2 
E Cp — — B C 
BN= 3 BC. Expressar os vetores AM e AN em fun- N M 
ção de AB e AC. Figura 1.37 
Respostas de Problemas Propostos 
1)a) V e) F ) V m)V 
b)F fF pF n)F 
c) V g V k) V o) V 
d) V h) V D V 
2) a) V d) V g F j V 
b) F eF h) V k) V 
c) F fF 1) F 
3) a) AE d) AB g АН; p АС 
b) AC e) AO h) AD 
с) АС f) AD 1) АО 
4) а) АС с) АВ е) ММ 
b) CA d) AM BD 
6) a) u-v b) -u -v c) v-u d) u+ v 
11) Náo 
12) a) 120° b) 120° с) 60° а) 60° 
13) b) 75° с) 60° 
16) AM= (AB +AC) e AN = 3 AB+=AC 
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O TRATAMENTO ALGÉBRICO 


Vetores no Plano 
Consideremos dois vetores vi e v2 náo-paralelos, representados com a origem no mesmo 


ponto O, sendo г e r, retas contendo estes representantes, respectivamente, (Figura 1.38). 


19) 


t 

! 
! 
1 
1 
! 
i 


Figura 1.38 


— > 


Os vetores u, v, w, t , х e y, representados na figura, são expressos em função 


de vı e v2 por 
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u=Svi+4vo t =3v -2v2 
у =-2vi +3v2 x =4v1 +0v2 
w =-4v¡-v2 y= =0у +2v2 


De modo geral, dados dois vetores quaisquer vi e v2 náo-paralelos, para cada vetor 


v representado no mesmo plano de vi e v2 , existe uma só dupla de números reais a, e 


a, tal que 


- - 


Vi = a, V1 * а, V2 


A Figura 1.39 ilustra esta situacáo, 
onde vi e v2 são vetores não-paralelos 
quaisquer е v é um vetor arbitrário do 
plano determinado por vi e V2 

Quando o vetor v é expresso como 


em а), diz-se que vé combinação linear 


de vi eva. O conjunto В = (vi, уг) é M 
chamado base no plano. Aliás, qual-quer 
conjunto de dois vetores náo-paralelos 
constitui uma base no plano. Embora estejamos simbolizando a base como um conjunto, 
nós a pensamos como um conjunto ordenado. Entáo, dada uma base qualquer no plano, 
todo vetor desse plano é combinação linear dos vetores dessa base, de modo único. 

Os números a, e a, da igualdade (1) são chamados componentes ou coordenadas 


Figura 1.39 


de v na base B (a, é a primeira componente e a, a segunda componente). 

O vetor v da igualdade (1) pode ser representado também por у= (a, a7)g ou 
VB=(a,,2,). 

Na prática, as bases mais utilizadas sáo as ortonormais. 

Uma base (ei А e) } é dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e unitários, 
isto é, se ei L ez elepl=1e21=1. 


Dentre as infinitas bases ortonormais no plano, uma delas é particularmente impor- 
tante. Trata-se da base que determina o conhecido sistema cartesiano ortogonal xOy. Os 
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vetores ortogonais e unitários, neste caso, sáo simbolizados 
por ie j; ambos com origem em O e extremidades em 
5 0)е e (0, 2, respectivamente, (Figura 1.40), sendo a base 
=(i, j ) chamada canónica. Portanto, i- =(1,0)e 
= (0, 1). 
Daqui por diante, trataremos somente da base canônica. 


Figura 1.40 
Dado um vetor v qualquer do plano (Figura 1.41), existe uma só dupla de números 


x e y tal que 
v 2xi «yj (2) 
Os nümeros x e y sáo as componentes de 
v na base canónica. A primeira componente é 
chamada abscissa de v e a segunda componente 


y éa ordenada de у. 


` О vetor у em (2) será também representa- 
do por 


v = (х, y) (3) 


dispensando-se a referência à base canônica С. 
A igualdade (3) sugere a definição: 


Бэ ——— L 4 


Vetor no plano é um par ordenado (x, y) de números reats. 


O par (x, y) é chamado expressáo analítica de v . Para exemplificar, veja a seguir 
alguns vetores e suas correspondentes expressóes analíticas: 


3i -5j =(3,-5) -4i =(4,0) 
3j -(0,3) 0 = (0, 0) 
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Observacáo 

A escolha proposital da base {1, i ) deve-se exclu- 
sivamente à simplificação. A cada ponto P(x, y) do 
plano xOy corresponde o vetor v = ОР -xi + y j 
(Figura 1.42). Quer dizer, as coordenadas do ponto 


extremo P sào as próprias componentes do vetor OP 
na base canónica. Em geral, deixa-se de indicar nos 


eixos Os vetores i e j como se vé nessa figura. Figura 1.42 


De acordo com as consideracóes feitas, o plano pode ser encarado como um conjunto 
de pontos ou um conjunto de vetores. 


Igualdade de Vetores 
Dois vetores u = = (х1, yı)e v= = (X5, y2) são iguais se, e somente se, x| = x; еу =у,, 


escrevendo-se u = у. 


Exemplo 
O vetor u = (x + 1, 4) é igual ao vetor v = (5, 2у- 6)sex+1=5e2y-6=40ux=4e 


y= 5. Assim, se u =V, então x = 4, y = беу = у = (5, 4). 


Operacóes сот Vetores 
Sejam os vetores u = (x1,y¡)e y = (x2,y2)e ae R. Define-se: 
1) uv —(Xi*X5,yi* y2) 
2) au = (ох, буу) 
Portanto, para somar dois vetores, somam-se as correspondentes coordenadas, e para 
multiplicar um námero real por um vetor, multiplica-se cada componente do vetor por este 


nümero. 
As Figuras 1.43(a) e 1.43(b) ilustram as definições das operações dadas acima. 
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Figura 1.43 


Considerando estes mesmos vetores, tem-se ainda: 

-u zCDu 2Cx,- y) 

u-v=u+(v)=(x,,y¡)+ Cxo5,-y2) = QGu-X2.yi- Y2) 

As definições anteriores e as operações algébricas dos números reais permitem de- 
monstrar as propriedades: 
a) para quaisquer vetores п, у e w, tem-se 


u+v=v+u (п + у)+ w =u +(V + W) 
и+б=п ú +Cu)= 0 

b) para quaisquer vetores Ч e у eos números reais © e В, tem-se 
o(B v ) = (of) v (о + f$)u = ао + Ви 
o(u + у) = ац + GV lv = v 


Sugerimos сото exercício ао leitor, demonstrar estas propriedades. 


Exemplos 


1) Dados os vetores uz (2, -3) e у = (-1, 4), determinar Зи 42v e3u -2v. 


Solução 
3u +2у =3Q ,-3) + 2(-1, 4) = (6, -9) + (2, 8) = (6 - 2, -9 + 8) = (4, -1) 
3u -2v =3(2, -3) - 2-1, 4) = (6, -9) + (2, -8) = (6 + 2, -9 - 8) = (8, -17) 


2) Determinar o vetor х na igualdade 3x +2u = 5 у + x, sendo dados и = (3, -1)е 


v = (2, 4). 
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Solucáo 
Esta equagáo, em vista das propriedades das operacóes com vetores expostas anterior- 
mente, pode ser resolvida como uma equação numérica: 


6x+4u=v+2x 


6x-2x=v - 4u 


4x=v - 4u 

> 1- > 

X=-v-u 
4 


Substituindo u e v nesta equacáo, vem 


- 1 
x=7(2, 4)-(3,-1) 


=c, 1) (3, 1) 

=(5 -3,1+1) 
7 

=(5,3) 


3) Encontrar os números a, e a, tais que 


> - 


v = a; Vi + a, V2, sendo v = (10, 2), vi= (3, 5) e уг = C1, 2). 

Solucáo 
Substituindo os vetores na igualdade acima, temos 

(10, 2) = a,(3, 5) + а, C1, 2) 

(10,2) 2 3a,,5a;) + (-а,, 2а,) 

(10, 2) = (3a; -a5,5a, + 2а,) 

Da condicáo de igualdade de dois vetores, conclui-se que 

3a¡-a,=10 

| Sa¡+2a,=2 
sistema cuja solução é dada por a, = 2 e a, = -4. Logo, v=2 vi -4 v2. 

É conveniente observar que este sistema sempre terá solugáo única no caso de vi e 


V2 formarem base do plano, o que realmente acontece. 
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Vetor Definido por Dois Pontos 
Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x¡,y,) e extremidade em B(x5,y;) 
(Figural.44). 
De acordo com o que foi visto em (3), os vetores OA e OB tém expressóes analíticas: 
OA =(X1,y1) e OB = (х,у). 


Por outro lado, do triángulo ОАВ da figura, vem | А 

ОА + АВ = ОВ 
donde 

AB = OB - OA : 
ой 

АВ =(x2,Y2)-(X1,y1) О 
е 


АВ -(X5-Xj, Y2 -Y1) Figura 1.44 


isto é, as componentes de AB sáo obtidas subtraindo-se das coordenadas da extremidade 


B as coordenadas da origem A, razáo pela qual também se escreve AB =B - A. 


É importante lembrar que um vetor tem 
infinitos representantes que sáo os segmentos AG. Y) 
orientados de mesmo comprimento, mesma dire- 
cáo e mesmo sentido. E, dentre os infinitos repre- 


sentantes do vetor AB, o que “melhor o BO, у) 


caracteriza” é aquele que tem origem em O(0, 0) e 
extremidade em P(x, - X1, y? - уу) (Figura 1.45). 


zy. = X. 
O vetor v =OP é também chamado vetor : 


osicáo ou representante natural de AB. 
розы Р P(x,- ху, Y2- y1) 


Figura 1.45 


Na Figura 1.46, os segmentos orientados OP, AB e CD representam o mesmo vetor 


v=P-O=B-A=D-C= (3, 1). 

Esta figura deixa claro que o fato de os segmentos orientados ocuparem posições 
diferentes, é irrelevante. O que importa, é que eles tenham o mesmo comprimento, a mes- 
ma direção e o mesmo sentido para representarem o mesmo vetor. 


- Сар.1 Vetores 25 


А(-2,3) e--------- too D(4,3) 


Aþ------------ 


Figura 1.46 


Por outro lado, sempre que tivermos 


— 


v=AB ou v=B-A 
podemos também concluir que 


B=A+v ou B=A+ AB 
isto é, o vetor ү “transporta” o ponto inicial A рага o ponto extremo В. 

Retornando а Figura 1.46, onde y = (3, 1), tem-se 

B=A+ v=(2,3+G,D=(14) 

D=C+ у =(1,2)+ G, 1) = (4, 3) 

P=0+ v = (0, 0) + (3, 1) = (3,1) 

Ainda uma ilustração: na Figura 1.47, os 
vértices do triángulo sáo os pontos Ай, 1), 


В(5, 3) е CG, 5) e os vetores п, у e w indi- 
cados sáo 


u= АВ - B- A-(1,2) 

v= BC »C- B-(2,2) 

w= CA = A-C- (1, -4) 
Observamos ainda que 

u+ V + w = 0 = (0, 0). 


Figura 1.47 
Exemplos 
1) Dados os pontos A(-1, 2), B(3, -1) e C(-2, 4), determinar o ponto D de modo que 
1-2 


CD =— АВ. 
2 
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Solucáo 

Seja D(x, y). Entáo, 
CD = р-С = (х, у) - (2,4) = (х +2, y - 4) 
AB =B - A = (3, -1) - El, 2) = (4, -3) 
Logo, 


«+2 y-4)= 204,3) 
3 
(х + 2,y - 4) = (2, -5) 
Pela condigáo de igualdade de dois vetores, tem-se 
x+2=2 
4 3 
y ==> 
2 
. "P 5 
sistema cuja solução é x = 0e y 75 . 


Portanto, D(0, 3) 


Observacáo 
Este problema poderia, também, ter sido resolvido da seguinte maneira: 


da condição CD - AB ou D-C= + AB, vem 
D=C+ AB e 


1 3 5 
D = (22, 4) + 34 3 = (-2, 4) + (2, -2 = (0, 5? 


2) Sendo A(-2,4) e B(4 ,1) extremidades de um segmento, determinar os pontos F е б que 
dividem AB em trés segmentos de mesmo comprimento. 


Solução 

Pela Figura 1.48 tem-se 
AF = FG = GB = : АВ 

Mas АЕ G 
AB =B- A= (4, 1)- (2,4) = (6, -3) Figura 1.48 


1— 1 
— AB = 2 (6, -3) = (2, -1 
3 3( )= (2, -1) 
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Portanto, 
1 — 


F=A+-— AB = (2, 4) + (2, -1) = (0, 3) 


W 


G=F+ 5 AB = (0, 3) + (2, -1) = (2, 2) 
3) Sendo AQ, 1) e B(5, 2) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e M(4, 3) o 
ponto de intersecáo das diagonais, determinar os vértices C e D. 


Solução | 

Em Adição de Vetores, Exemplo 4, página 10, demonstrou-se que as diagonais de um 
paralelogramo tém o mesmo ponto médio, isto é, AM = MC e BM = MD. 

Entáo, pela Figura 1.49 tem-se 


— 


C=M+ MC =M+ AM 


e 

D=M+ MD =M+ BM (ou: A+ BC) D c 
Mas, 

AM =M- A= @,2) 
е 

ВМ =М-В=(-1,1) А B 
Portanto 

? Fi 1.49 

C = (4, 3) + (2, 2) = (6, 5) AUR 

e 


D = (4, 3) + (-1, 1) = (3, 4) 


Ponto Médio 


Seja o segmento de extremos A(x,, yj) e B(x5,y5) 
(Figura 1.50). Sendo M(x, y) o ponto médio de AB, 
podemos expressar de forma vetorial como 

AM - MB 
ou 

(X-Xj, y -Y1)=(X2-X, уу-у) 
e daí | 

X-X|=X9-X € Y-Y¡=Y-y 

Resolvendo em relagáo a x e y, temos 

2x=X¡+X e 2у= y¡+ y, 


Figura 1.50 


ou 
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+ + 
x= XI FX e у= yit Y> 
2 2 
Portanto, 


me 


M (t X» Y1+Y2 ) 
2 2 


Exemplo 
O ponto médio do segmento de extremos A(-2, 3) e B(6, 2) é 


-2+6 3+2 5 
M ,——)ouM(2, > 
( 2 2 )ou M( 2? 


Paralelismo de dois Vetores 
Vimos que, se dois vetores u = (x1,y¡)€ y = (X5, y) são paralelos, existe um número 
real о tal que шү , OU Seja, 
(xp yi) 2 0(X5. y2) 
ou 
(Xp yi) = (ax5, буу) 


que pela condição de igualdade resulta em 
xj7Qx,; e y¡=0y, 
donde 


Esta é a condigáo de paralelismo de dois vetores, isto é, dois vetores sáo paralelos 
quando suas componentes forem proporcionais. 
Exemplo 
Os vetores u = (2,3) e v = (4, 6) são paralelos pois 
| -2_3 
-4 6 
Observações 


a) Considera-se o vetor 0 = (0,0) paralelo a qualquer vetor. 
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b) Se uma das componentes de um vetor for nula, a componente correspondente de um 
vetor paralelo também é nula. 


Módulo de um vetor y 


Seja o vetor y= (x, y) (Figura 1.51). Pelo teorema de 
Pitágoras, vem 


| у 
L y 
` vl=yx?+y? 
О x x 
Exemplo Figura 1.51 


Se v = (2, -3), então 


Ivi- Q + (-3)? = /4+9 = 4/13 u.c. (unidades de comprimento) 


Observacóes 
a) Distáncia entre dois pontos 

A distância entre dois pontos A(x,,y,) e 
B(X»5, y5) (Figural.52) é o comprimento (módulo) do 
vetor AB , isto é, 

d(A, B) = I ABI. 

Como AB 2B-A- (X5-X,, уз - yj). temos 


dA, B) = y (ox «(y5-y 9? Figura 1.52 


b) Vetor Unitário 


Vimos em Мийїрїсасйо de Número Real por Vetor, Figura 1.23, página 12, que a 


> ” Ho, 2 . . "n > у А 
cada vetorv, v= 0, é possível associar dois vetores unitários paralelos а v: — (é о 


versor de у ) e seu oposto - 


<| 
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Exemplo 
O versor de v = (3, -4) é 


5 Мыз (3, -4) (3, -4) 2 (3, -4) = is 2) 


м (32 + (4)? As 5 5 5 


O versor é, na verdade, um vetor unitário, pois 


3 4). [3 ED 16 |25 _ 
G 5) (5) шин 25 25 Ё i 


E importante observar que este versor u é também versor de todos os vetores múlti- 


plos de у que tiverem o mesmo sentido dele. 
Para exemplificar, o versor de 2v = 2(3, -4) = (6, -8) é ainda 
2v (6,-8) (63) 6 8. 3 4 


П = — = === == = M =(—,-— 
Dvl 162 + (-8)2 10 10 10) G 5) 
Ехетріоѕ 
1) Dados os pontos A(2, -1) e B(-1, 4) е os vetores и = (-1, 3) e v = (2, -1), determinar 
a) lul с) 120 -3vl 
b) lu + vi d) a distância entre os pontos A e B 
Solução 


a) Id 2 4 C1 +32 =1+9=0 
b) Por ser u+v= (-1, 3) + (2, -1) = (3, 2), temos 
lu vl = 163, 2)1 = (-3)2 +22 =/9+4=V13 
c) Por ser 2u -3v = 2(-1, 3) - 3(-2, -1) = (-2, 6) + (6, 3) = (4, 9), temos 
Lu -3vl = КА, 9) = 4/16+81 = 4/97 
d) Por ser AB =B- A= (-1, 4) - (2, -1) = (3, 5), temos 
d(A,B) =I ABI = I(-3, 5) = 4/9 + 25 = 4/34 
2) Determinar, no eixo Ox, um ponto P que seja eqüidistante dos pontos AC1, 2) e B(5,-4). 
Solucáo 
O ponto procurado é do tipo P(x, 0). Deve-se ter 
d(P, A) = d(P, B) 
ou 
ІРА 1=1РВІ 
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Mas, 
PA =A-P=(-1-x,-2) e PB =B -P = (5 - x, -4), logo 
K(-1 - x, -2) = (5 - x, -4) 


ou 

УС -х) + C2? = 46-3)? +4)? 
ou 

1+2x+ x? +4=25-10х+ x? + 16 
e 


x=3 
Portanto o ponto é P(3, 0). 
3) Dado o vetor y = (2, 1), achar o vetor paralelo a v que tenha 
a) o mesmo sentido de v etrês vezes o módulo de v : 
b) sentido contrário ao de y e a metade do módulo de v Н 
с) о mesmo sentido de y e módulo 4; 


d) sentido contrário ao de у e módulo 2. 


Solucáo 
a) Basta multiplicar o vetor por 3: 3 v- 3(-2, 1) = (-6, 3) 


1 1- 1 1 
b) Basta multiplicar o vetor por -—: -— v =-— (-2, 1) = (1, -— 
) р рок е 2 C2, 1) = ( 2? 


с) Um vetor unitário obtido a partir de у é 


y (ОЛУ. 2 a - 
== = (- —,——) (é o versor de v). 
lvl 44-1 45 45 


Uma vez que o vetor procurado deve ter módulo 4 e mesmo sentido de v , basta multi- 
plicar o versor por 4: 


2 1 8 4 
ARDER 
45:45: 545 
d) Uma vez que o vetor procurado deve ter módulo 2 e sentido contrário ao de v , basta 
multiplicar o versor por -2: 


2 1 4 2 
AR). 
"s Um С (5) 
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Vetores no Espaco 


Vimos em Vetores no Plano que a base canónica (i, j ) no plano determina o sistema 
cartesiano ortogonal > xOy e que a um ponto P(x, y) qualquer desse plano corresponde o 


vetor OP = x ií + y] .isto é, as próprias coordenadas x e y do ponto Р são as componen- 


tes do vetor ОР na base canónica (Figura 1.42), página 21. 
No espaço, de forma análoga, considerare- 


mos a base canónica (i i, j, k} como aquela 


que irá determinar o sistema cartesiano ortogo- 
nal Oxyz (Figura 1.53), onde estes três vetores 
unitários e dois a dois ortogonais estão represen- 
tados com origem no ponto O. Este ponto e a 
direção de cada um dos vetores da base 
determinam os três eixos cartesianos: о eixo Ох 
ou eixo dos x (das abscissas) corresponde ao 


vetor i , o eixo Oy ou eixo dos y (das ordenadas) 
Figura 1.53 corresponde ao vetor j eo eixo Oz ou eixo dos z 


(das cotas) corresponde ao уеїог К. As setas nessa figura indicam o sentido positivo de 
cada eixo, chamado também de eixo coordenado. 

Cada dupla de vetores da base, e, conseqüentemente, cada dupla de eixos, determina 
um plano coordenado. Portanto, temos três planos coordenados: o plano xOy ou xy, o 
plano xOz ou xz е o plano yOz ou yz. As Figuras 1.54(a) e 1.54(b) dão uma idéia dos 
planos xy e xz, respectivamente. 


z 


(a) (b) 


Figura 1.54 
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Assim como no > plano, a cada ponto P (x, y, z) do espaço irá corresponder o vetor 


OP =xi+ y i t zk, isto é, as próprias coordenadas x, y e z do ponto P sáo as compo- 


nentes do vetor OP na base canónica. As coordenadas x, y e z sáo denominadas abscissa, 
ordenada e cota, respectivamente. A Figura 1. 55(a) ) apresenta um ponto P(x, y, z) no espa- 


ço e a Figura 1.55(b) o correspondente vetor у= ОР, que representa a diagonal do para- 


lelepípedo cujas arestas sáo definidas pelos vetores x i, y i ezk. 


(a) (b) 
Figura 1.55 


O vetor v = xi + yj + Zk também será expresso por 
у = (X, y, Z) 
que é a expressáo analítica de у. Para exemplificar 
21-3) +k = (2, 3, 1) 


i-j-(L4 0) 
2j - k= (0, 2, 1) 
4k — (0, 0, 4) 


e, em particular, i =(1,0,0), j = (0, 1,0) e k = (0,0, 1). 
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Para algumas observagóes, tomemos o paralelepípedo da Figura 1.56 onde PQ2, 4, 3). 
Faremos consideragóes a pontos como também poderíamos referi-las aos correspondentes 
vetores. 


Figura 1.56 


Com base nesta figura, e levando em-conta que um ponto (x,y,z) está по 
a) eixo dos x quando y = 0 ez = 0, tem-se A (2,0, 0); 

b) eixo dos y quando x = 0 ez = 0, tem-se C (0, 4, 0); 

с) eixo dos z quando x = 0 e y = 0, tem-se E (0, 0, 3); 

d) plano xy quando z = 0, tem-se B(2, 4, 0); 

e) plano xz quando y = 0, tem-se F(2, 0, 3); 

f) plano yz quando x = 0, tem-se D (0, 4, 3). 


O ponto B é a projecáo de P no plano xy, assim como D e F sáo as projecóes de P 
nos planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2, 0, 0) é a projegáo de P(2, 4, 3) no eixo 
dos x, assim como C(0, 4, 0) e E(0, 0, 3) são as projeções de P nos eixos dos y e dos 7, 
respectivamente. 

Como todos os pontos da face 
a) PDEF distam 3 unidades do plano xy e estáo acima dele, sáo pontos de cota z = 3, isto 

é, sáo pontos do tipo (x, y, 3); 
b) PBCD distam 4 unidades do plano xz e estáo à direita dele, sáo pontos de ordenada y = 4, 
isto é, são pontos do tipo (x, 4, z); 
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с) PFAB distam 2 unidades do plano yz e estáo а frente dele, sáo pontos de abscissa x = 2, 
isto é, sáo pontos do tipo (2, y, z). É =0 


É muito importante que o leitor 
tenha presente os casos especiais dos 
pontos pertencentes aos eixos e aos 
planos coordenados, ilustrados na Fi- 
gura 1.57. Esta figura mostra que o 
eixo dos x pode ser descrito como o 
conjunto dos pontos do tipo (x, 0, 0), 
ou seja, daqueles que tëm y = 0 e z = 0, 
enquanto que o plano xy como o con- 
Junto dos pontos do tipo (x, y, 0), ou 
seja, daqueles que tëm z = 0. 

Comentários análogos faríamos 
para os outros eixos e planos coorde- Figura 1.57 
nados indicados nessa figura. 


Ao desejarmos marcar um ponto no espaco, digamos A(3, -2, 4), procedemos assim 
(Figura 1.58): 
1º) marca-se o ponto A'(3, -2, 0) no plano xy; 
2°) desloca-se A' paralelamente ао eixo dos 7, 4 
unidades para cima (se fosse -4 seriam 4 uni- 
dades para baixo) para obter o ponto A. 


» 


Os trés planos coordenados se interceptam 
segundo os trés eixos dividindo o espago em ойо 
regióes denominadas octantes (Figura 1.59). A 
cada octante correspondem pontos cujas coordena- 
das tém sinais de acordo com o sentido positivo 
adotado para os eixos. O primeiro octante é cons- 
tituído dos pontos de coordenadas todas positivas. 
Os demais octantes acima do plano xy se sucedem Figura 1.58 
em ordem numérica, a partir do primeiro, no senti- 
do positivo. Os octantes abaixo do plano xy se sucedem na mesma ordem a partir do 
quinto que, por convencáo, se situa sob o primeiro. 


&-------------a 


> 
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Figura 1.59 


A Figura 1.60 apresenta os pontos A, В, С e D situados acima do plano xy e todos 
de cota igual a 2, enquanto os pontos A', B', С' e D' estão abaixo desse plano e têm cota -2: 

ponto A(6, 4, 2), situado no 1? octante 

ponto B(-5, 3, 2), situado no 2° octante 

ponto C(-6, -5, 2), situado no 3° octante 

ponto D(S, -3, 2), situado no 4° octante 

ponto A'(6, 4, -2), situado no 5° octante 

ponto B'(-5, 3, -2), situado no 6? octante 

ponto C'(-6, -5, -2), situado no 7? octante 

ponto D'(5, -3, -2), situado no 8? octante 
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Figura 1.60 


Igualdade — Operações — Vetor Definido por Dois 


Pontos — Ponto Médio — Paralelismo — Módulo de 
um Vetor 
As definições e conclusões no espaço, relativas aos títulos acima, são análogas às do plano: 
D Dois vetores u= (Xj, yj, 2176 v- (X5. y5, Z2) são iguais se, e somente se, 
X1= X2, YI = y2 € £225. 
ID Dados os vetores u = (х,у, zj)e y = (X5,y2, Z2)e we К, define-se: 
u+v =(X/+X2,Y/+Y2,2,+Z>) 
«п = (оху, буг, XZ |) 
Ш) SeA (x, уу, zi) e B (x>,y,,z>) são dois pontos quaisquer no espaço, então 
AB -В-А- (X2-X1,Y2-Y1,22-21) 
Já vimos que: se y =B- A, entáo 
B=A+ y. 


O O OO O EDO ODO DO DO OOOO OO GARA 
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A Figura 1.61 indica que para encontrar as coor- 
denadas do ponto extremo B, somam-se ordenadamente 
as coordenadas do ponto inicial A com as componentes 


B(x,ta, y, +b, zte) 


do vetor v. 
IV) Se A(x,,y,, 21) e B(X5, Y2, Z3) são pontos ex- 
tremos de um segmento, o ponto médio M de AB é 
: MES. MY у, 
2 2 2 
М) Se os vetores u- (X,yp,2)€ у= (x2,Y2, 22) 
sáo paralelos, entáo 
Xx _Y1_% 


u-cüv ou —=—=—. 
X2 Ус 72 


A(x1,y1,21) v=(a,b,0) 


Figura 1.61 


VD O módulo do vetor y = (x, y, z) é dado por 


Ivi -Q4x? +y? +22. 


Fica a cargo do leitor a dedução desta fórmula. 


Exemplos 
1) Dados os pontos A(0, 1, -1) e B(1, 2, -1) e os vetores y = (2, -1, 1), y= (3, 0, -De 
w = (-2, 2, 2), verificar se existem os números a,, a, е ay tais que 


w = а АВ + azu + azv. 


Solucáo 
AB -B-A = (1,2, -1) - (0, 1, -1) = (1, 1, 0) 
Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta 
(2, 2, 2) = а, (1, 1,0) + a, C2, -1 1) + az (3, 0, -1) 
ou 
(2, 2, 2)=(a,,a,,0)+ (-2a5,-a5,a5) + (Заз, 0, -a3) 
Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem 
(2, 2, 2) = (a, -2a,+3a3, а-а, a5-a4) 
Pela condição de igualdade de vetores, obteremos o sistema 


a¡-2 a5 + За; = -2 
aj- a) = 2 (4) 


que tem por solução a, = 3, аз = 1e az=-1. 
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——— M M rr À—————— U U 


Logo 


Observacáo 
No plano, todo conjunto ( Уг, Ус ) de dois vetores náo-paralelos constitui uma de suas 


bases, isto é, todo vetor desse plano é combinação linear de vi е v2 Ч 

No espago, todo conjunto de trés vetores náo-coplanares constitui uma de suas ba- 
ses, isto é, todo vetor do espago pode ser escrito de modo único como combinacáo linear 
dos vetores desta base. 

Como no exercício anterior o sistema 32 tem solução única (a= 3, a>= 1 e az =-1), 


podemos “intuir” que o conjunto CAB, п, y ) é uma base deste espago e, portanto, estes 

trés vetores sáo náo-coplanares. 

2) Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo ABCD, sendo dados AG, -2; 4), 
В(5, 1, -3) e С(0, 1, 2). 


Solucáo 
O ponto D (Figura 1.62) é dado por D С 
D=A+ BC ou D=C+ BA 


Como BC = С-В = (5, 0, 5), pela 1º igualdade 
obtemos A B 
D = (3, -2, 4) + (-5, 0, 5) 
D = (-2, -2, 9) 
3) Sabendo que o ponto P(-3, m, n) pertence à reta que passa pelos pontos A 1, -2, 4) e 
B(-1, -3, 1), determinar m e n. 


Figura 1.62 


Solucáo 
Como os pontos A, B e P pertencem à mesma reta (Figura 1.63), qualquer dupla de veto- 
res formados utilizando estes trés pontos sáo paralelos. Tomemos a condição AB // AP, 


ou seja 
C2, -1, -3) // (4, m + 2, n- 4) 

e, portanto, A B P 
о scel -3 
4 m+2 E P | Figura 1.63 

ou 


-2(m + 2) =4 
-2(n - 4) 2 12 
sistema de solugáo т = -4 е п = -2. 


ИИИНИН 
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4) Seja o triángulo de vértices A(4, -1, -2), B(2, 5, -6) e C(1, -1, -2). Calcular o compri- 
mento da mediana do triángulo relativa ao lado AB. 


Solucáo 


A mediana em questão, de acordo com a Figura 1.64, é o segmento que tem como extremi- 
dades o ponto médio M de AB e o vértice oposto C. Entáo, o comprimento da mediana é o 


módulo do vetor МС. C 
d 229, ou MG, 2; -4) 
2 2 2 
e A M B 
MC =C-M=(1,-1, 2) - G, 2, 4) = 2, -3, 2) 
Portanto Figura 1.64 


IMCI- C2? «C3? +22 = 4494 = 17 


Problemas Propostos 


1) Dados os vetores u =21- 3j, у = 3 j ew =-2i + j , determinar 
а) 2u -v ) qu-2V-W 
Зь БЭ - E 1- 1— 
b) v-u+2w d 3u-—v-—w 
2 2 


2) Dados os vetores ч = (3, -1)e y = (-1, 2), determinar o vetor x tal que 


a) 4u-v)+ 5x =2u -x 


b) Зх -Qv - п) = 2(4х -3u) 
3) Dados os pontos A(-1, 3), В(2, 5), C(3, -1) e O(0, 0), calcular 
a) OA - AB b) OC - BC c) 3BA -4CB 
4) Dados os vetores u- (2, -4), у= C5, De w = (-12, 6), determinar a, e a, tais que 


w=au+asv 


5) Dados os pontos A(3, -4) e B(-1, 1) e o vetor у= (2, 3), calcular 


a) (B-A)+2v c) B+2B - A) 
b) (A - B)- v d) 3v-2(A- B) 

6) Sejam os pontos A(-5, 1) e B(1, 3). Determinar o vetor v- (a, b) tal que 
a) B=A+2v b A=B+3v 


Construir o gráfico correspondente a cada situagáo. 
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7) Representar no gráfico o vetor AB ео correspondente vetor posição, nos casos: 
a) A(-1,3) e B(3, 5) с) A(4, 0) e B(0, -2) 
b) ACI, 4) e B(4, 1) d) AG, 1) e BG, 4) 
8) Qual o ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor у = (-1, 3), saben- 
do que sua extremidade está em (3, 1)? Representar graficamente este segmento. 
9) No mesmo sistema cartesiano xOy, representar 
a) os vetores u = (2, -1) e v = (2, 3), com origem nos pontos А(1, 4) e B(1, -4), res- 
pectivamente; 
b) os vetores posigáo de uev. 
10) Sejam os pontos P(2, 3), Q(4, 2) e R(3, 5). 
a) Representar em um mesmo gráfico os vetores posição de п, v e w de modo que 
Q=P+u,R=Q+ veP=R+w. 
b) Determinar п+у+у. 
11) Encontrar o vértice oposto а В, no paralelogramo ABCD, para 
a) AC3, -1), B(4, 2) e CG, 5) 
b) A(S, 1), В(7, 3) e C(3, 4) 
12) Sabendo que A(1, -1), B(5, 1) e C(6, 4) sáo vértices de um paralelogramo, determinar 
о quarto vértice de cada um dos trés paralelogramos possíveis de serem formados. 
13) Dados os pontos A(-3, 2) e B(5, -2), determinar os pontos M e N pertencentes ao 


segmento AB tais que AM - i AB e AN = i AB . Construir o gráfico, marcando 


os pontos A, B, M, N e P, devendo P ser tal que AP = 5 АВ ; 


14) Sendo AC-2, 3) e B(6, -3) extremidades de um segmento, determinar 
a) os pontos C, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo com- 
primento; 
b) os pontos F e G que dividem o segmento de AB em trës partes de mesmo comprimento. 
15) O ponto P pertence ao segmento de extremos A(x], y,) e B(x,,y2) e a distância 
dele ao ponto A é a terça parte da distância dele ao ponto B. Expressar as coordena- 
das de P em fungáo das coordenadas de A e B. 


16) Dados os vetores u = (1, -1), v = (-3, 4) e w = (8, -6), calcular 


a) lul суу! e!2u - wl 8)-- 
lvl 

> ы. шоо Т 
b)lvl d)lu + vl fiw -3ul ¡NES 
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17) 
18) 
19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


Calcular os valores de a para que o vetor u = (a, -2) tenha módulo 4. 


сіс 


1 : o 
Calcular os valores de a para que o vetor u - (a, 22 seja unitário. 


Provar que os pontos A(-2, -1), B(2, 2), C(-1, 6) e D(-5, 3), nesta ordem, são vértices 
de um quadrado. 

Encontrar um ponto P de eixo Ox de modo que a sua distáncia ao ponto A(2, -3) seja 
igual a 5. 

Dados os pontos A(-4, 3) e BQ, 1), encontrar o ponto P nos casos 

a) P pertence ao eixo Oy e é eqüidistante de A e B; 

b) P é eqüidistante de A e B e sua ordenada é o dobro da abscissa; 

c) P pertence à mediatriz do segmento de extremos A e B. 

Encontrar o vetor unitário que tenha (1) o mesmo sentido de v e (II) sentido contrário 
a v , NOS CASOS: 

a) V=-i +] b v=3i -j 

с) v=(1, 43) d) v=(0,4) 

Dado o vetor у = (1, -3), determinar o vetor paralelo a y que tenha: 

a) sentido contrário ao de v e duas vezes o módulo dev ; 

b) o mesmo sentido de Y e módulo 2; 


C) sentido contrário ao de v e módulo 4. 

Tragar no mesmo sistema de eixos os retángulos de vértices 

a) A(0, 0, 1), B(0, 0, 2), C(4, 0, 2) e D(4, 0, 1) 

b) AQ, 1, 0), B2, 2, 0, C(0, 2, 2 e D(0, 1, 2) 

Tragar o retángulo formado pelos pontos (x, y, z) tal que 

a)x=0,1< y <4 e 0< z<4 

b)-1<x < 2, 0< у <3 e z=3 

Construir o cubo constituído dos pontos (x, y, z), de modo que 

a) -4< x <-2, 1< y <3 e 0< z <2 

b) -2< x <0, 2< y <4 e -4<z <-2 

Construir o paralelepípedo retângulo formado pelos pontos (x,y,z), de modo que 
1<x<3,3<y<5e0<z<4. Quais as coordenadas dos oito vértices do paralelepípedo? 
Calcular a distância do ponto A(3, 4, -2) 

a) ao plano xy; d) ao eixo dos x; 

b) ao plano xz; e) ao eixo dos y; 

c) ao plano yz; f) ao eixo dos z. 
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29) A Figura 1.65 apresenta um paralelepí- 
pedo retángulo de arestas paralelas aos 
eixos coordenados e de medidas 2, 1 e 
3. Determinar as coordenadas dos 
vértices deste sólido, sabendo que 
А(2,-1,2). 


Figura 1.65 


30) O paralelepípedo retângulo de dimensões 3, 
4 е 5 está referido ao sistema Oxyz con- 
forme a Figura 1.66. Considerando um 
segundo sistema chamado de O'x'y'z', onde 
Ox//O'x', Oy//O'y' e Oz//O'Z, e sendo O' 
um dos vértices do paralelepípedo de 
acordo com a figura, determinar as coor- 
denadas dos pontos O, A, B, C, De O' 
em relacáo aos sistemas dados. 


Figura 1.66 


31) Dados os pontos AQ, -2, 3) e B(1, 1, 5) e o vetor y = (1, 3, -4), calcular: 
a) A+3v c) B+2@ - A) 
b) (A - B) -V d) 2v -3(B - A) 

32) Dados os pontos A(3, -4, -2) e B(-2, 1, 0), determinar o ponto N pertencente ao seg- 
mento AB tal que AN = ЗАВ р 


33) Dados os pontos А(1, -2, 3), B(2, 1, -4) e C(-1, -3, 1), determinar o ponto D tal que 
AB + CD- 0. 
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34) 


35) 


36) 
37) 
38) 
39) 


40) 


41) 


42) 


43) 


44) 


45) 


46) 
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Sabendo que 3u - 4v = 2 w , determinar a, b, ec, sendo u = (2, -1, c), V = (a, b - 2, 3) e 
w = (4, -1, 0). 

Dados os vetores u=(, 3, -1), v= (1, -1, Dew- (3, 4, 0), 

a) determinar o vetor x de modo que 3u -y + x=4x +2w; 

b) encontrar os números aj, a, e a, tais que a; u+ a, ү + as w = (-2, 13, -5). 


Représentar no mesmo sistema Oxyz о vetor у= (1, -1, 3) com origem nos pontos 

O(0, 0, 0), AC3, -4, 0), B(-2, 4, 2), C(3, 0, -4) e DG, 4, -2). 

Sendo A(2, -5, 3) e B(7, 3, -1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e 

M(4, -3, 3) o ponto de interseção das diagonais, determinar os vértices C e D. 

Determinar os trés vértices de um triángulo, sabendo que os pontos médios de seus 

lados são MIS, 0, -2), NG, 1, -3) e P(4, 2, 1). 

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o segmento 

AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique de valor? 

Sendo A(-2, 1, 3) e B(6, -7, 1) extremidades de um segmento, determinar 

a) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de 
mesmo comprimento; 

b) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mes- 
mo comprimento. 

O ponto A é um dos vértices de um paralelepípedo e os trés vértices adjacentes sáo B, 

C e D. Sendo AA' uma diagonal do paralelepípedo, determinar o ponto A' nos se- 

guintes casos: 

a) AG, 5, 0), BC, 5, 0), C(3, 5, 4) e DG, 2, 0) 

b) A(-1, 2, 1), B(3, -1, 2), C(4, 1, -3) e D(0, -3, -1) 

с) ACI, 2, 3), BC, -1, 0), CG, 1, 4) e DE2, 0, 5) 

Apresentar o vetor genérico que satisfaz a condigáo: 


a) paralelo ao eixo dos x; e) ortogonal ao eixo dos y; 
b) representado no eixo dos z; f) ortogonal ao eixo dos z; 
c) paralelo ao plano xy; £) ortogonal ao plano xy; 
d) paralelo ao plano yz; h) ortogonal ao plano xz. 


Quais dos seguintes vetores u = (4, -6, 2), v = (-6, 9, -3), w = (14, -21, 9) e t = (10, -15, 5) 
sáo paralelos? 

Dado o vetor w = (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores u = (3, 2, -1) e 
у= (a, 6, b) + 2 w sejam paralelos. 

A reta que passa pelos pontos A(-2, 5, 1) e B(1, 3, 0) é paralela à reta determinada 
por C(3, -1, -1) e D(0, m, n). Determinar o ponto D. 

Verificar se sáo colineares os pontos: 

a) АС-1, -5, 0), B2, 1, 3) e C(2, -7, -1) 
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b) AQ, 1, -1), BG, -1, 0) e C(1, 0, 4) 
c) А(-1, 4, -3), BQ, 1, 3) e C(4, -1, 7) 
47) Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence à reta que passa pelos pontos A(-1, -2, 3) e 
B(2, 1, -5), calcular m e n. 
48) Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para 
a) A(-1, 0, 3), В(1, 1, 2) e C(3, -2, 5) 
b) A(4, 0, 1), B(5, 1, 3) e C(3, 2, 5) 
49) Verificar se sáo pup os seguintes vetores: 


u=(LLD e v =C— _ | 


d gem 


50) Determinar o valor de n para que o vetor у= (п, Drs seja unitário. 


51) Determinar o valor de a para que u= (a, -2a, 2a) seja um versor. 
`52) Dados os pontos A(1, 0, -1), BA, 2, 1) e С(1, 2, 0), determinar o valor de m para que 


Iv1- 7, sendo v=mAC + BC. 
53) Determinar o valor de y para que seja eqüilátero o triángulo de vértices A(4, y, 4), 
B(10, y, -2) e CQ, 0, -4). | 
54) Obter o ponto P do eixo das abscissas eqüidistante dos pontos A(3, -1, 4) eB(1, 2, -3). 
55) Obter um ponto P do eixo das cotas cuja distáncia ao ponto AC 1, 2, -2) seja igual a 3. 


56) Dado o vetor v = (2, -1, 3» determinar o vetor paralelo a v que tenha 
a) sentido contrário ao de v e trés vezes o módulo de v у; 
b) o mesmo sentido de у e módulo 4; 


с) sentido contrário ао de у e módulo 5. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) a) (3,-5) b) C5, 4) o (1, 2) d) e 9) 
2) a) 2, >) b) E) 

3) a) 5. 1) b) (2, 5) c) (-5, -30) 

4) a=le а, =2 

5) a) C8, 11) b) (6, -8) c) (C9, 11) d) (-14, 19) 


6) а)у = (3,1) b v=(2,-5) 


8) (4, -2) 
10) b) 0 


11) a) DC2, 2) b) D(1, 2) 
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12 


ми 


13 


МУ 


14 


МУ 


15 


Næ” 


16) 


17) 
18) 


20) 
21) 


22 


МУ 


23 


МУ 


27 


ч” 


28) 


29) 
30) 


31 
32) 


х 


33 


хи 
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Q, 2), (0, -4) e (10, б) 
ма, 0), М7, -2), PO, -4) 
3 3 
3 3 
a) C(0, 2” рб, 0), E(4, 2) 


2 10 
b) ES 1), St -1) 


3 х 3 Ээ 
Цус шанг л mr) 
a) 42 c) 10 e) 2413 2) C$. 2 
b) 5 d) 13 f) 434 h) 1 
+243 
E 

2 
(6, 0) ou (-2, 0) 
a) P(0, 5) b) Р(- 5 -10) с) эь 59 S,xeR 
дуб e le o. ce 

J2 J V2 уз T 75) * CA do 
о Су ж бу 235 d) (0, 1) e (0, -1) 
2 6 12 

2,6 b 
а) ( ) O “ho? AT? 
Vértices da base inferior: (1, 3, 0), (1, 5,0), (3, 3, 0) е (3, 5, 0) 
Vértices da base superior: (1, 3, 4), (1, 5, 4), (3, 3, 4) e (3, 5, 4) 
a) 2 c) 3 e) 413 
b) 4 d) 245 0)-5 


В(2, -3, 2), CG, -3, 2), DG, -1, 2), EG, -1, 5), FQ, -1, 5), 02, -3, 5), H(3, -3, 5) 
em relação a Oxyz: О(0, 0, 0), АС, 0, 0), BG, 4, 0), C(0, 4, 5), D(3, 0,5) e Об, 4, 5) 
em relação a O'x'y'z': О(-3, -4, -5), A(O, -4, -5), B(0, 0, -5), СС-3, 0, 0), D(0, -4, 0) e 
О'(0, 0, 0) 

а) (5,7,-9) b) (0, -6, 2) c) (1,7, 9) d) (5, -3, -14) 


6 

N(, -2, -— 
( 1 ) 

D(-2, -6, 8) 
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Маз ие ыйы 
4 
11 2 4 
35) a) x=(—, 21.2 
) a) ( 33 


b) a¡=2, аз = -3, аз= 1 
37) C(6, -1, 3) e D(1, -9, 7) 
38) (4, -1,-6), (6, 1, 2) e (2, 3, 0) 
39) (9, 7, 11) 
40) a) (0, -1, >, Q, -3, 2), (4,5, 3) 


2: 5 T. 10 13 5 


b) (—, -—, >), (—,-—, 5) 
3 3 3 3 3 3 
41) a) (1, 2, 4) b) (9, -7, -4) c) (5, -4, 3) 
42) a) (x, 0, 0) с) (х, y, 0) e) (x, 0, z) g) (0,0, z) 
b) (0, 0, 2) D (0, y, 2) f) (х, у, 0) h) (0, y, 0) 


43) sáo paralelos: u, v e t 

44) a=9eb=-15 

45) D(0, 1, 0) 

46) a) sim b) não C) sim 
47 m=5 e n=-13 

48) а) D(1,-3,6) Ъ D(2, 1,3) 

49) v é unitário 


50) ‚Уз 
4 


1 
51) +— 
3 


52) 3 ou E 
5 


53) +2 


54) P(3,0, 0) 
55) P(0, 0, 0) оп P(0, 0, -4) 


56) a) (6,3, 9) b) кё 4 12 10 5 15 


aa. “Ea e 


Produto 
Escalar 


Definicáo Algébrica 
Chama-se produto escalar de dois vetores u = X] i+ yi j+ 21 k e 


— - 


y= х2 i+ Уг j +z, К, e se representa рог u . v, ao número real 
u. V= Xi X2 + уруу + 7172 (1) 
O produto escalar de u por v também é indicado por <u , v>eselê“u escalar у”. 
Exemplos 
1) Dados os vetores u 23i -51 +8k e v=4i -2j - k , tem-se 
u. v=3(4) - 5(- 2)«8(1) = 12+10-8 = 14 
2) Sejam оз vetores u = =(3,2,1)e v =C 1, -4, -1). Calcular: 
а)(и+у). Qu - v), bu.u Jo. 
Solução 
a) Como u + v = @, -2, 0) e 


2u - v =(6,4,2)- (1, -4, -1) = (7, 8, 3), tem-se 
(u+v).Qu -у)=2(7)-2(8) + 0(3) = 14 - 16 + 0 = 2 
b) u. u =3(3)3+2(2)+1(1)=32+22+12=9+4+1—14 
с) 0.u=(0,0,0).(3,2,1)=0G)+0(2) + 001) =0 


л. 
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3) Dados os vetores ú= = (4, ©, De у = = (0, 2 2, 3) e os pontos A (4, -1, 2) e B (3, 2, -1), 
determinar o valor de o tal que u „(у + ВА) = 5. 
Solucáo 
ВА =A-B=(1,-3,3) 
v + BA = (0, 2, 3) + (1, -3,3) = (0+1, -1, 6) 
Substituindo e resolvendo a equação dada, vem 
(4, 0,-1) . (G+ 1, -1, 6) =5 
що + 1) + 0-1) - 1(6) = 5 
40+4-0-6=5 
Зо = 


O = 


ра 


Propriedades do Produto Escalar 


Para quaisquer vetores u ; уе w e o número real o, é fácil verificar que: 
D u.v=v.u 

II) u.(vew)cu.veu.w e (U+V). W2U. W+ V , W 
IID обо. у) = (ап). у= 0 (av) 


IV) u.u>0se u «0 e „а= 0, seu = 0 = (0, 0, 0). 
V) u. u =lul? 
De fato, vimos que o módulo do vetor u= (x, y, z) é dado por 
lul= ух? +y? +22. 
Tendo em vista que 
u. u = (х,у, 2). (1y,2)=x «yz, 
conclui-se que 
lul= Ju. 
ou de modo equivalente u.uzluf. 
Demonstraremos a propriedade II, deixando a cargo do leitor as demais. Se 


u = (х,у, 21), у 2(X2,y2,22) € W = (хз, ya. Za), então 


бї: 
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u. (V м) = (Xj, У 4). (X2 * X4, Y2 + ys, 25 +23) 
=X (X3 - X3) + у, (у, t yg) +21(2 +23) 
=X¡X2 FX¡X3 * ууу, T Yiya +2125 +2123 
—(XiX5 +y (y; +2125) + (K,X; + y ¡Y3 +2123) 
=u.v+u.w 
Exemplos 
1) Sendo lul=4,Ivl=2eu. v=3, calcular (3u -2у).(-и+4у) 


Solução 
(3u - 2v) . Cu+4v) 


3u . Cu *4V)-2V . (Cu +47) 
-3u.u*12u. v42v.u - 8v. V 
-3lul^-14u. v - 8/12 
-3(4)? +14(3) - 82)? 
-48+42 - 32 

--38 
2) Mostrar quelu + vB =luR+2u.v «Iv 


Solucáo 
lu + v? = (u + у). (u+v) 
=0.(U+v)+v.(u+v) 


=u.ut+u.v+tv.u+v.v 
=luË +210. v+IvË 
Observacáo 
De forma análoga demonstra-se que 
la - vP2luP -2u.v +IvP 
3) Provar que (и 4 v ). (u-v)- lu É - Iv 


Solucáo 
(u*v).(u-v)zu.(u - v)+v.(u- v) 


—-u.u-u.vctv.u-v.v 


=1ul? -ivl | 
E с E „Сз RR 1, 
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Definição Geométrica de Produto Escalar 


Seu e у são vetores não-nulos e Ө o ângulo entre eles, então 


u. v=lullvlcos Ө 


Aplicando a lei dos co-senos ao triángulo ABC da Figura 2.1, temos 


lu - v =luÉ + Iv -2lullvi cos Ө (3) л 
Рог outro lado, de acordo com o exemplo 2 (item anterior): > КА 
ju - v£2luP «Iv -2u.v (4) 7 u-v 
Comparando as igualdades (3) e (4): DN 
28 e IVP-2u.v -14 41У8-21111У1сов8 Ө 5 TB 
e, daí | 
u.v -lullvicos Ө, 0º<0< 180º Figura 2.1 


Conclusão: O produto escalar de dois vetores náo-nulos é igual ao produto de seus módulos | 
pelo co-seno do ángulo por eles formado. | 


аа а Y 


Ехетріо 

Sendo lu | = 2, lvl=3 e 120° о ángulo entre и ev, calcular 
a) u.v blu + vil ` c)lu - vl 
Solucáo 


a) Pela relacáo (2), tem-se 


=lulIvicos 120° = (20) C2) 2-3 


b) Vimos que 
lu + vP zluP «2u.v «Iv 
Entáo, 
lu + vl =22+ 2-3) + 3? =7 
e, portanto, 


lu + vl= 47 
c) De forma análoga tem-se 
lu - vP 118 -2u.v «Iv? 
= 22 - 2(-3)+32 
= 19. 
e, portanto 


lu - vl 2 4/19 
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Observacóes 

a) Vamos exemplificar com um caso particular a equiva- 
léncia das expressões do produto escalar apresentadas 
em (1) e (2). Pela Figura 2.2 vemos que o ângulo forma- 
do pelos vetores u = (1, 1,0)e v = (0, 1, 0) é 45º. 
Entáo, por (1), temos 

u.v =1(0) +1(1) + 0(0) = 1 

e, por (2) 


5 


u.v -lullvlcos45? = (VD) (c 


Figura 2.2 


b) Deixaremos de demonstrar dois resultados válidos para todos os vetores uev: 
1) lu.vI&lullv! (Desigualdade de Schwarz) 
2lu + vislul+ lv] (Desigualdade Triangular) 


utv 
A segunda desigualdade confirma a propriedade geométrica segundo a у 
qual, em um triángulo (Figura 2.3), a soma dos comprimentos de dois la- 
dos (lu | + | v I) é maior do que o comprimento do terceiro lado (lu + v |). n 
Figura 2.3 


A igualdade somente ocorre quando u e v forem paralelos e de mesmo sentido. 
c) Como em (2) o sinal deu . у é о mesmo de cos 6, conclui-se que: 
19) u.v > 0 5 соз Ө > 0 «= 0° < 0 < 90° (Figura 2.4(а)) 
2°) u.v <0 < cos 0< 0 €» 90° < Ө < 180? (Figura 2.4 (b)) 
M 


39) u.v = 0 @ cos 02 0 & Ө = 90° (Figura 2.4 (с)) 
i M 
у 
š i u 
(a) (b -> (с) 


Figura 2.4 
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Esta última afirmação estabelece a condição de ortogonalidade de dois vetores: 


— 


| Dois vetores u e v são ortogonais se, e somente se, u. v=0, | 


Exemplos 


1) Mostrar que os seguintes pares de vetores são ortogonais: 
a) п=(1,-2,3)е v =(4, 5, 2) 
biej 

Solucáo 

a) u.v = 104) -2(5) 3Q)=4-10+6=0 

b) i.j = (1,0, 0). (0, 1, 0) = 1(0) + 0(1) + 0(0) = 0 


Observação 

O vetor O é ortogonal a todo vetor, isto é, 0. v = 0 para todo v . 

2) Provar que o triángulo de vértices A(2, 3, 1), BG, 1, -1) e CQ, 2, -2) é um triángulo 
retángulo. 

Solucáo 

A forma mais simples de provar a existéncia de um ángulo reto é mostrar que existem dois 


vetores que determinam os lados do triángulo cujo produto escalar é zero. Consideremos os 
vetores 


AB = (0, -2, -2) 
AC - (0, -1, -3) 
BC = (0, 1, -1) 
(poderíamos também considerar os vetores opostos deles). 
Calculemos: 


АВ.АС = (0, 2, -2). (0, -1,-3) 20424 6-820 

AB.BC = (0, -2,-2).(0,1,-1)=0-2+2=0 

Tendo em vista que АВ.ВС = 0, o triângulo é retângulo em B. 
3) Determinar um vetor ortogonal aos vetores vi =(1,-1,0)e va = (1, 0, 1). 
Solucáo 
Seja u = (x, у, 2) o vetor procurado. Como ué ortogonal a vi ev, , devemos ter 
‚уз = (х, у, z). (1, -1, 0) =х-у=0 
‚уз = (х, у, 2). (1,0, D =х+2=0 


= 


ei 
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O sistema 
x-y=0 (1,1,-1) 
оо 
tem infinitas solucóes do tipo 
Y=X € Z=-x 
Logo, os vetores ortogonais a vi е v2 sáo da forma u = = (X, X, -X) 


ou и = = x(1, 1, -1), x € R, isto é, são todos múltiplos de (1, 1, -1), con- Figura 2.5 
forme sugere a Figura 2.5. 


4) Demonstrar que as diagonais de um losango sáo perpendiculares entre si. 


Solucáo 
Lembremos que todo losango é um paralelogramo cujos lados tém o цайг 
mesmo comprimento. 
Consideremos o losango ABCD (Figura 2. 9) u-v 
Devemos mostrar que D 
AC.DB =0 
Fazendo AB = u e AD= v , pela figura vemos que 
AC=u+veDB=u- v. Logo, 
AC.DB =(u+v).(u- v)=luP- IvÊ=0 (5) | 
Figura 2.6 


pois lulzlvi. 

5) Provar, utilizando o produto escalar, que o ángulo inscrito em uma semicircunferéncia 
é reto. 

Solucáo 

Observemos que, considerados os vetores u e v como na 


Figura 2.7, os vetores u+ve u-v determinam o ángulo 
inscrito na semicircunferéncia. Portanto, de maneira análoga 
ao exemplo anterior, visto em (5), temos 


(u+v).(u-v)=luP-Iv?=0 


pois lu | = Iv | (medida do raio). 
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Cálculo do Angulo de Dois Vetores 
Da igualdade 


u.v =lullvlcos Ө, ven 


cos O = 


Kon oiu ЖД 
£l 
«1 


El 
EE 


fórmula a partir da qual se calcula o ángulo Ө entre os vetores и e v náo-nulos. 


Exemplos 

1) Calcular o ángulo entre os vetores ч = (1,1,4)e y = (-1, 2, 2). 
Solucáo 

do EN (1,1, 4). 01,2, 2) -1+2+8 9 1l _ 2 


Ө = arc cos 02) = 45° 


2) Sabendo que o vetor y = (2, 1, -1) forma ángulo de 60° com o vetor AB determinado 
pelos pontos A(3, 1, -2) e B(4, 0, m), calcular m. 


Solucao 
De acordo com a igualdade (6), tem-se 
cos 60º = Y 25 
УНАВ! 


Como cos 60? = i e AB - B- A = (1, -1, m * 2), vem 


1 (2, 1,-1).@(,-1,т +2) 

2 /44141 Yi+14m? +4m+4 
л Ame 

2 6 4m? - 4m «6 


GY O 


V6m? + 24m +36 


y 


1 1+2m + m? 
4 бт? +24m+36 
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6m? 424m +36 = 4+8m + 4m? 
2m? 416m 432-20 
m? 4 8m 416-0 

Portanto, m = -4 (raiz dupla) 


3) Determinar os ângulos internos ao triángulo ABC, sendo A(3, -3, 3), BQ, -1, 2) е 
C(1, 0, 2). 


Solução 
Observemos que no triângulo ABC da Figura 2.8, o ângulo A é 
determinado pelos vetores AB eAC. Logo, 

A AB. AC (4, 21).(2,3,-1) 2+6+1 9 


cos А=————— = = 0,982 
ГАВ IACI АМ 044941 46414. 484 А 
А -агссов(-2-) = 1053 
= B 


Analogamente, 


Figura 2.8 


cosá = BA-BC 02.0, 10 1-2 з 43 


IBAIBCI vVI+4+1V1+1+0 612 243 2 


B = arc cos (42) =150 


cos É = CA.CB (2,3 1). (L, -1, 0) 243 | 5 — 0,9449 


Arica V4+941,/1+1+0 i4/2 28 


) 197. Notemos que А-8-0-1809 
E 


A 


C = arc cos (—= 


Ângulos Diretores e Co-senos 
Diretores de um Vetor 
Seja o vetor v=xi+ yj + Zk não-nulo. 

Ángulos diretores de y são os ángulos о, B e y que 


> 


v forma com os vetores i, j e К, respectivamente (Fi- 
gura 2.9). 


Co-senos diretores de v são os co-senos de seus / 
ángulos diretores, isto é, cos o, cos B e cos y. Figura 2.9 
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Para o cálculo destes valores utilizaremos a fórmula (6): 


— = MM 
cos @ = v-i_(6y2-0400)_x | 
Ivi Hil 1410) lvl 
cosp = Vi 20» 22-019. y (7) 
ME ivi(1) Ivi 
cos y = yek - 6 y2. 0.0.0 (0, 0,1) = 2. 
| I vl(1) M 


Observacáo 


Notemos que os co-senos diretores de v sáo precisamente as componentes do versor de v : 
у х, y, Z x 

Y Gy, )- ll (cos q, cos B, cos y) 

lvl lvl Ivi ivi lvl 


Como o versor é um vetor unitário, decorre imediatamente 
cos? о + cos? B + cos? yz 1 (8) 
Exemplos 
1) Calcular os ângulos diretores de v = (1, -1, 0). 


Solução 


Ivl= Л +1+0 = J2 


Utilizando (7), temos 


cos O = 2-5 . @ =45º 

cos В = + . ÜB =135° 
0 

cos y = —==0 e Y =90° 
42 


2) Os ángulos diretores de um vetor são &, 45º e 60º. Determinar о. 


Solucáo 
Substituindo em (8), B por 45° e y por 60°, vem 
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cos? a +cos? 45? - cos? 60° =1 


2 42.3 dos 
cos C * (—)" +(—) =1 
(597) (2) 
2251 s E 2 sl A 
4 4 4 


Logo, а = 60° ou а= 120° 
3) Um vetor v do espaco forma com os vetores ie j ángulos de 60° e 120°, respecti- 
"vamente. Determinar o vetor у, sabendo que [у1=2. 
Solucáo 


Seja у= (х, y, 7) o vetor procurado. No caso presente: o = 60? e B = 120º. Então, utili- 
zando (7), temos 


сов 60° = -&- ou iux | donde x =1 
Ivi 2-2 ; 

cos120° = > ou а donde y = -1 
lvl 2 2 


Como | y | = 2, isto é, 


үх?+у?+2° =2 


(12 +(-D2 +22 


vem 


4 
z2=2 
7, +/2 


Portanto, 


v=(1, -1, 42) ou v=(, 1, -J2) 
4) Obter o vetor у, sabendo que БЭР" 4, vé ortogonal ao eixo Oz, forma ángulo de 60° 
como vetor i e ángulo obtuso com j й 
Solucáo 


Sendo y ortogonal ao eixo Oz, ele é do tipo у = (х, у, 0). 
Рог (7), tem-se 
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cos 60° = + ou l. , dondex-2 
lvl 2 


x 
4 
Como lv | = 4, isto é, 


ух? +y? =4 


vem 
(2)? +y? =16 
y? =12 
у= + 243 
Tendo em vista que B (ângulo de у com i) é obtuso (90? « B < 180°), na igualdade 
cos B = = o valor de y é negativo. 
v 
Portanto, 
v=(2, 243, 0) 


Projeção de um Vetor sobre Outro 
Sejam os vetores u e v nào-nulos e 9 o ángulo entre eles. Pretendemos decompor um dos 
vetores, digamos v , tal que 
V= VI + Va 
sendo viu e volu. 


A Figura 2.10 ilustra as duas situações possíveis, podendo ser Ө um ángulo agudo 
(Figura 2.10 (a)) ou obtuso (Figura 2.10 (b)). 


Figura 2.10 
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O vetor v; é chamado projeção ortogonal de v sobre u e indicado por 


vi = proj- v (9) 


Ora, sendo у} // и, temos vj = Фи € como v2 = v - у = v - Qu é ortogonal a 


u, vem 


ou 


(v-au). u=0 


v.u-Qu.u =0 
v.u 

G= —— 
u. u 


Portanto, sendo vi = œu , por (9) conclui-se que 


Interpretação Geométrica do Módulo do Produto 
Escalar 


Se em (10) o vetor u é unitário (lu | = 1), tem-se 


m о eu NA E 
proj; v =(v.u)u pois u.u =luP=1 


e, portanto, 


ou 


Iproj: vl - Kv.u)ulzIv.ullul 


Iproj- vis Iv.ul 
u 


o comprimento do vetor projegáo de у sobre u, sendo u unitário, é igual ao 


módulo do produto escalar de y por u. 
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Exemplos 
1) Determinar o vetor projecáo de " = (2, 3, 4) sobre u =(1,-1,0). 
Solução 
Temos 

v.u =2(1) + 3-1) + 400) =-1 

chong = 2 РА 

u.u = 201) 4441) «0 z2 

Logo 


v.u = l 1 
roj- v=( —— )u=(—)(1, -1, 0) =(-—, —, 0 
proj- ed CX ) e : ) 


2) Dados os vetores y = (1,3, -5)е а = (4, -2, 8), decompor V como у = Y +V, 


sendo vi//u e vo Lu. 


Soluçao 
a) Pela Figura 2.10 e por (10), temos 
vi = proj- v = ( Iu 
u.u 
Como 
v.u = 1(4) +3(-2) - 5(8) = -42 
e 
u.u = 42 + (2) «8-84, vem 
v B 2 gata -2, 8) = (-2, 1, -4) 
1 84 2 3 2 > э * , 


b) Sendo y = vi +vo, tem-se 
уз= V - vı = (1,3, 5) - C2, 1, 4) = G, 2, -1) 
Observamos que vo L u pois 
v3.u = 3(4) + 2(-2) -1(8) = 0 
3) Sejam os pontos A(-1, -1, 2), B(2, 1, 1) e C(m, -5, 3). 
a) Para que valor de m o triângulo ABC é retângulo em A? 
b) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A. 
Solução 
a) Sendo À ângulo reto, os vetores AB e AC (Figura 2.11) são ortogonais, isto é, 
AB.AC =0. 


O O rrenan 
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Como 
АВ =(3, 2, -1)e AC = (т+1, -4, 1), vem 
3(m+1)+2(4) - К) =0 


3m+3-8-1=0 
B C 
3m = 6 Н 
m=2 Figura 2.11 
b) O ponto H é dado por 
H=B+ BH sendo BH - pro; BA = BA : BC pe 
ER BC. BC 

Mas 
ВА.ВС = (-3, -2, 1) . (0, -6,2)=0 + 12+2=14 

e 
BC.BC = (0, -6, 2). (0, -6, 2) 204 36 + 4 = 40 

Logo, 
— l4 7 21 7 
ВН = — (0, -6, 2) = — (0, -6, 2) = (0, - 

20 | 20! )= ( 10” 10” 
e, portanto, 
H=(2,1,1)+ (0, -=, — 
( )+ ( a, 2) 
ой 
Ho, dl 11 o. 
10' 10 


Produto Escalar no Plano 
Todo o estudo feito neste capítulo em relação a vetores do espaço é válido também a veto- 
res no plano. 
Considerando os vetores u = (х,у) e y = (X2, y 2), temos 
a) u.v =X X2 + Yi yo; 
b) validade das mesmas propriedades do produto escalar; 
c) se 0 éo ángulo entre u + беу +0, entáo 


— = 


u. yV 
cos Ө = 
lullvl 


d) ull v se, e somente se, u. v =0; 


e) sea e B são os ángulos diretores de u, u + 0, então 
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x y 
соз = = e cosB ==; 
lul lul 
2 2 
f) cosa + cos В = 1 
27 v.u - - = _ 
g) proj- v = ( == Ju, com u ev nào-nulos. 
u.u 


Uma Aplicação na Física 
O produto escalar é uma importante ferramenta matemática para a Física, uma vez que 
inúmeras grandezas físicas sáo definidas com seu emprego, como por exemplo, o trabalho. 

O trabalho realizado por uma força constante F ao longo de um determinado deslo- 
camento d é definido como o produto es- 
calar desta forga pelo deslocamento efetua- 
do pelo corpo no qual a força está aplicada. 

Pode-se observar que a componente 


da força F que realiza o trabalho é Р, 


paralela ao deslocamento AB -d, confor- 


me mostra a Figura 2.12. 
Entáo, Figura 2.12 


IFx|=1Flcos Ө 
onde Ө é o ángulo entre a forga e o deslocamento. 
A grandeza física trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como uni- 
dade no Sistema Internacional o joule, notado por J. 
A expressáo para o cálculo do trabalho W é 


W=F.d ou W=IFlldicos Ө 
e 

1J = IN. Im (1 Newton vezes um metro) 
Exemplos 


1) Calcular o trabalho realizado pelas forgas constantes, Е , F, , EN e P (Figura 2.13) e 


pela força resultante, para deslocar o bloco de A até B, sabendo que IFI = 10N, 
IFal= 8N, IPL- 3N, Fx |=3N, d= AB eldi= 10m. 
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Solucáo 
а) We=IFlldicos Ө 
Como Ө = 0° (ángulo entre Ее д), vem š 
N 


W, = (10N)(10m)(1) = 100 J 
b) Wk. =lFalldl cos Ө 


> - F, 13 
Como Ө = 180? (ángulo entre F4 e d), vem 
We, = (8N)(10m)C 1) = -80 J B 
с) W,= ЇР1141 cos Ө 
Como 0 = 90° (ángulo entre Ре d), vem Figura 2.13 


Wp = (3N(10m)(0) = 0 J 
d) Wp, = IFwlldi cos 0 
Como Ө = 90? (ángulo entre En e d), vem 
We, = (3N)(10m)(0) = 0 Ј 
Neste exemplo, o trabalho resultante Wp das quatro forças pode ser calculado de 
duas maneiras: 
a) pela soma algébrica dos trabalhos realizados pelas forças: 
Ұр = Уур We, + Wo + Wy. 
ou 
Wp=100]-80]+0]+0]=20J 
b) pelo trabalho realizado pela força resultante FR : 
Ер = F + Е, +P + ÉN (soma de vetores) 
Como P + FN =0, conclui-se que [ER |=2N 
Logo, 
We =IFrlldicos Ө (Ө = 0°) 


ou 
We = QN)(10my1) = 20 J z 
2) Calcular o trabalho realizado pela força F para des- ^ 
locar o corpo de A até B (Figura 2.14), sabendo que | | [^ 
Р! = 10N, [ABI = 141= 20m e 0 = 36,9”. А 5 


Figura 2.14 
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Solucáo 
"m A Força Е (Figura 2.15) é decomposta em F 28i +6}, 
E 6N onde8=IFlcos6, 6-1Ё ад e d= 20 i +07. 
O trabalho realizado pela força F pode ser calcu- 

lado por | 

W=F. d (produto escalar) 

W-(8i +6) ). (201 +05) 

W = 160 J] 


a) 
w 


Figura 2.15 


ou por 
Wa=IFlldicos Ө 


W = (10N)20m)(cos 36,9°) 
W= 1601 


Problemas Propostos 
1) Dados os vetores u = (2, -3, -1) e v = (1, -1, 4), calcular 
a)2u.Cv) c) (u& v). (u-v) 
b)(u+3v).(v-2u) d) (u*v).(v-u) 
2) Sejam os vetores u = (2, a, -1), v= (3, 1, -2) e w = (2а - 1, -2, 4). Determinar a de 
modo que u. y=(u+v). (V +w). 
3) Dados os pontos А (4, 0, -1), В (2, -2, 1) e C (1, 3, 2) e os vetores u- (2, 1, De 
Y = (-1, -2, 3), obter o vetor x tal que 
а)3х 42v = x +(AB. u)v b) (BC.v)x-(u. v)v -3x. 
4) Determinar o vetor v, paralelo ao vetor ú= (2, -1, 3), tal que V. u= -42. 
5) Determinar o vetor v, sabendo que ME 5, vé ortogonal ao eixo Ox, у. м = бе 
у = i+ 2]. 
6) Determinar o vetor v, ortogonal ao еїхо Oy, v. vi =8 e v А v= -3, sendo 
vi = (3, 1, -2) e уә =(-1, 1, 1). 
7) Dados os vetores u = (1, 2, -3), v= (2,0, -1)e w= (3, 1, 0), determinar o vetor x 
tal que x . u=-16, x.v=0e x.w=3. 
8) Sabendo que lu | = 2, Iv123 e u . v=-1, calcular 
a)(u-3v).u c) (u+v).(v-4u) 
b)Qv-u). Qv) а) Gu +4у). (2u -5v) 
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9) Calcular u.v &u. w & v. w , sabendo que u+v+w = 0,lulz2,Ivl-3elwlz- S. 
10) Os pontos A, B e C sáo vértices de um triángulo eqüilátero cujo lado mede 20 cm. 
Calcular AB . AC e AB. CA. 
11) O quadrilátero ABCD (Figura 2.16) é um losango de lado 2. 


Calcular: 22 

а) AC.BD 4) АВ.ВС 
b) AB.AD e) AB.DC 
с) BA. BC 1 BC. DA 


12) Calcular lu + v|, lu - vl e(u+v). (u- у), sabendo que 


lul=4, ly1=3 e o ângulo entre uev ё de 60". 
13) Sabendo que lul = 42, IvI23 e que u e v formam ángulo 


Figura 2.16 
de T rad, determinar 
a)lQu -v).(u-2v)I blu -2vl 
14) Verificar para os vetores u= (4, -1,2)e v= (3, 2, -2) as desigualdades 
a) lu.vl € E lu tvi (Desigualdade de Schwarz) 
b) lu + vl 51014141 (Desigualdade Triangular) 


15) Qual o valor de Qt para que os vetores a=01+ 2] -4k eb = 2i+ (1 - 20) | +3К 
sejam ortogonais? 

16) Dados os vetores a= e, 1, 9» b- (® + 2, -5,2)e c= = (20, 8, о), determinar o valor 
de & para que o vetor a+b seja ortogonal ao vetor c-a. 

17) Dados os pontos A(-1, 0, 5), B(2, -1, 4) e С(1, 1, 1), determinar x tal que АС е ВР 
sejam ortogonais, sendo P (x, 0, x - 3). 

18) Provar que os pontos A(-1, 2, 3), В(-3, 6, 0) e C(-4, 7, 2) são vértices de um triángulo 
retángulo. 

19) Dados os pontos А(т, 1, 0), B(m - 1, 2m, 2) e C(1, 3, -1), determinar m de modo que 
o triángulo ABC seja retángulo em A. Calcular a área do triángulo. 

20) Encontrar os vetores unitários paralelos ao plano yOz e que sáo ortogonais ao vetor 


y = (4, 1-2). 
21) Determinar o vetor u tal que lul- 2, o ángulo entre ue v- (1,-1, 0) é 45? e u é 


ortogonal a w = (1, 1, 0). 
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22) 


23) 
24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


29) 
30) 


31) 


32) 
33) 


34) 
35) 


Seja o vetor y = (2, -1, 1). Obter 

a) um vetor ortogonal ау ; 

b) um vetor unitário ortogonal av ; 

с) um vetor de módulo 4 ortogonal av. 

Sendo a 1b,lal=6elbl=8, calcular la + blela - bl. 
Demonstrar que sendo u , у е w vetores dois a dois ortogonais, entáo 
a)lu + vP2luPalvf. 

Буш + v + wÉ=luÉ + IV + Iw É. 

Determinar o ángulo entre os vetores 

a) а= Q, -1,-1)e v =(-1,-1,2). 

b) 0= (1, -2, 1) e v2 CL, 1,0). 

Seja o triángulo de vértices А(3, 4, 4), В(2, -3, 4) e C(6, 0, 4). Determinar о ángulo 
interno ao vértice B. Qual o ángulo externo ao vértice B? 


Calcular os ángulos internos do triángulo de vértices A(2, 1, 3), B(1, 0, -1) e 
C(-1, 2, 1). 


Calcular o valor de m de modo que seja 120? o ángulo entre os vetores uú = (1, -2, 1) 
еу = =G -2,1, m + 1). 

Calcular п para que seja de 30° o ángulo entre os vetores у =(-3, 1, n) e k. 

Selul= 4, IV |= 2 e 120° o ángulo entre os vetores ue y, determinar o ángulo entre 


u + Y e u - Y e construir uma figura correspondente a estes dados. 


Seja o cubo de aresta a representado na Figura 2.17. z 
Determinar: 

a) ОА.ОС d) lOBIelOGI 

b) OA .OD e) EG.CG 

c) OE. OB f) (ED. AB)OG 


8) o ángulo agudo entre a diagonal do cubo e uma 
aresta; 
h) o ángulo agudo formado por duas diagonais do cubo. 


Calcular os ángulos diretores do vetor у = (6, -2, 3). 
Os ángulos diretores de um vetor a são 45º, 60º e 120° 5 Еїгига 2.17 
elalz 2. Determinar а. 

Os ángulos diretores de um vetor podem ser de 45°, 60° e 90°? Justificar. 


Mostrar que existe um vetor cujos ángulos diretores são 30º, 90º e 60°, respectiva- 
mente, e determinar aquele que tem módulo 10. 
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36) Determinar um vetor unitário ortogonal ao eixo Oz e que forme 60? com o vetor i . 


37) Determinar o vetor a de módulo 5, sabendo que é ortogonal ao eixo Oy e ao vetor 


у=1-2 К, e forma ángulo obtuso com o vetor i. 


38) Determinar o vetor V nos casos 


a) vé ortogonal ao eixo Oz, Iv | = 8, forma ángulo de 30º com o vetor i e ángulo 
obtuso com j ; 
b) v é ortogonal ao eixo Ox, Iv | = 2, forma ángulo de 60º com o vetor j e ángulo 


agudo com К. 
39) O vetor v é ortogonal aos vetores п = =(1,2,0)e w = = (2, 0, 1) e forma ângulo agu- 


do com o vetor J . Determinar v v , sabendo que ME 421. 


40) Dados os vetores u = (3,0, De y = (-2, 1, 2), determinar proj- u e proj -v. 

41) Determinar os vetores projeção de v 24i - 3i + 2k sobre os eixos cartesianos x, 
yez. 

42) Para cada um dos pares de vetores uev , encontrar a projeção ortogonal de v sobre 
u КЧ у como soma de vi comva, sendo vi // u e vodu. 
a) u= (1,2,-2) e y = (3, -2, 1) 
b)u=(1,1,1) e v=(3,1,-1) 
c)u=(2,0,0) e v=(3,5,4) 
d) u=GB,1,-3) e v = @,-3, 1) 


43) Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e C(0, 4, 1) vértices de 
um triángulo (Figura 2.18). 


A 
a) Para que valor de m o triángulo ABC é retángulo £ 
em A? 
» T C 


b) Calcular a medida da projeção do cateto AB sobrea B 
hipotenusa BC. 

c) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vér- Figura 2.18 
tice A. 

d) Mostrar que AH 1 BC. 


44) Determinar o valor de k para que os vetores и = (-2, З)е y = (К, -4) sejam 


a) paralelos; b) ortogonais. 
45) -Obter os dois vetores unitários ortogonais a cada um dos vetores 
а)41 +3} b) (2, 3) c) C1, -1) 


—— ES iti mti Q R a... 
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46) Determinar um par de vetores unitários e ortogonais entre si, em que um deles seja 
paralelo a v =6i + 8]. 
47) Determinar, aproximadamente, o ángulo entre os pares de vetores 
a) u= @, 1) ev = (á, -2) 
b) u=(1,-D e v =(-4,-2) 
c)u = (1,1) ev =(1, ЭД 
48) Dados os vetores u=i- i ev=2i+ i , determinar o módulo e o ángulo que os 


seguintes vetores formam com o vetor i: 


a) u c) u* v e) v-u 
b) v d) u- v 

49) Determinar o valor de a para que seja 45 ° o ângulo entre os vetores ч = (2, De 
v = (1, a). 


50) Para cada um dos pares de vetores uev , encontrar o vetor projegáo ortogonal de M 
sobre u e decompor y como soma de vi com v2, sendo vi 1! u e V Lu. 
a) u= (1, Oje v =(4, 3) c) u=(4,3)e v = (1, 2) 
b) u= (1, Dev =(2,5) 
Respostas de Problemas Propostos 
1) а)-2 Ь) 21 с) -4 d) 4 
5 
2 a=-— 
) 8 


1 2 
3) а)(3,6,-9) b) Cop) 


4) (6,3, -9) 

5) (0,3,4) ou (0,3,-4) 

6) Q,0, -1) 

7) х= (2, 3, 4) 

8) а)7 b) 38 co) 4 d) -181 

9) -19 

10) 200 e -200 

11) a)0 b)2 с)-2 4)2 e) 4 f)-4 
12) 437, N13€7 

13) a) 37 b) 450 


15) -5 
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—=) ou (0, - 


EE ER 
21) (1,1, 42) ou (1, 2, -J2) 
22) a) Dentre os E e (1, 1, -1) 


b) Um deles: (-- E 


5 $ Am 
4 
c) Um deles: сын 
43? = В 
23) 10е10 
25) а) 120° b)150* 


26) 45? e 135° 
27) Á € 5057, B =571', € = 7292 


28) 0 ou -18 
29) 430 
3 
30) arc cos —— =49%' 
421 
31) а)0 с)0 ea? g) arc cos a = 54944 
b)0 d)a/2 ea/3 0(4,4,4) h) arc cos 23 = 70°31' 


32) а = arc cos (Dear B =arc cos c5 = 107 


Y =arc cos С) = 65° 


33) a= (V2, 1, 1). 
34) Não, cos? 45º+cos” 60%cos? 90º 1 


35) (543, 0, 5) 
1 43 1: 23 
36) t 19) ou 655723 0) 
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37) 
38) 
39) 


40) 


41) 


42) 


43) 
44) 


45) 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


а = (C245, 0, -J5) 
a) (443, -4, 0) b) (0, 1, 43) 
(2, 1, 4) 

8 4 8 6 2 

—y s сөр е kimni: 0, sesi 

© 9 9) ( 5 5) 
41,-31,2К 

E 2 2 = 10 4 1 
a) Nep 3 3» У? = 3" E 3) 


b) у= (>x, 1, 1) e v2 = (2, 0, 2) 
с) v12 G, 0, 0) e v2 = (0, 5, 4) 


d) vi = (0, 0, 0) (п e v sáo ortogonais) e va = v 


9 51 87 94 
а)т=3 b) 26726 «УН oa) 
8 
3 4 3 4 3 2 3 
epu. лра b) (=, = Зи 
aues UE) ART ЕТЕ 
1 1 1 1 
ла = е 355 
з 4 4 3 3 4 4 3 
л d c 
a) arc cos С) зз b) arc cos Сар = 108 
a) 2, 45º d) 4/5, arc cos c = 117 
b) \/5, arc cos (2) = 26° e) \/5, arc cos = 
с) 3, 0° 
3 ou E 
3 > 
- - - - 4 
a) Vi - (4, 0), V2= (0,3) ©) "=G, w =S, $) 


= qo ce. cu 3 
b A aT 
) vi (5 2! 3d ( ) 


2 


ЛЗ 


) 


с) 90° 


Produto 
Vetorial 


Preliminares 
Antes de definirmos produto vetorial de dois vetores uev , faremos algumas considera- 
ções importantes: 


a) O produto vetorial é um vetor, ao contrário do produto escalar u.v que é um escalar 
(número real). 

b) Para simplicidade de cálculo do produto vetorial, faremos uso de determinantes. Um 
determinante de ordem 2 é definido como 


Х| Ji 
"x. da 
Por exemplo, 


хуу - ху, 


3 2 
-4 5 


c) Algumas propriedades dos determinantes seráo utilizadas nesta segáo: 
cı) a permutação de duas linhas inverte о sinal do determinante. 
Em relagáo ao exemplo anterior, temos 


66) - (412) = 15+8 = 23 


= (0) - (3)(5) = 8 - 15 = -23 


| 3 2 
сг) se duas linhas forem constituídas de elementos proporcionais, o determinante é ` 
zero (duas linhas iguais é um caso particular). 


— MM — — ACC 
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No determinante a seguir, os elementos da segunda linha sáo o triplo dos elemen- 
tos da primeira: 


1 -2 
0 
3 -6 
сз) se uma das linhas for constituída de zeros, o determinante é zero. 
Por exemplo, 
5 7 
= 0 
0 0 
d) Um determinante de ordem 3 pode ser dado por 
a b c e 
Z X, Z x 
Xi у; la |! 11-22 SEX + i. 
Уг 22 X2 2, X2 ya 


X2 Ус 22 
A expressáo da direita é conhecida como desenvolvimento do determinante pelo 
Teorema de Laplace aplicado й primeira linha. Notemos que os trés determinantes de 
ordem 2 desta expressáo sáo obtidos a partir das duas últimas linhas, desprezando-se ne- 
las, pela ordem, a 12 coluna, a 22 coluna e a 32 coluna, trocando-se o sinal do determi- 
nante intermediário. 


Por exemplo, 
3 -2 4 
1 3 5| = А je o + 15) 
1 2 -2 2 2 1 

-2 1 
= (6-5)(3) - (2 + 10)(-2) + (1+ 6)(-4) 
=3+24-28 
=-1 

Observacáo 


Todas as propriedades dos determinantes acima citadas fizeram referéncia ás linhas da 
matriz pelo fato de, no estudo do produto vetorial, haver mengáo somente a linhas. No 
entanto, estas propriedades valem também para as colunas. 


Definicáo do Produto Vetorial 
Chama-se produto vetorial de dois vetores 


u=x i+ yj +Z k e v2 Xo i+ у» j + Zo К, tomados nesta ordem, e se representa 


por uxv,ao vetor 
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O produto vetorial de u por v também é indicado por U^ у elé-se “п vetorial у”. 
Observemos que a definicáo de u X v dada em (1) pode ser obtida do desenvolvimento 
segundo o Teorema de Laplace (item d das Preliminares) substituindo-se a, b e c pelos vetores 


unitários i, j е К, fato que sugere a notação 


O símbolo à direita de (2) n&o é um determinante, pois a primeira linha contém veto- 
res em vez de escalares. No entanto, usaremos esta notacáo pela facilidade de memoriza- 
cáo que ela propicia no cálculo do produto vetorial. 


Exemplo 

Calcular u X v para u 25i «4j «3k e v=i+k 

Solucáo | 

5 їг ala еа 

ОХУ = SED ipu (SD 
1 0 1 


=(4 -0)1 -(5-3)j + 0-4k 
=4i - 2j - 4k 


Dispositivo prático para o cálculo de u x v 

Dispóe-se os dois vetores em linha, e repete-se pela ordem, as duas primeiras colunas. As 
trés componentes de u X v sáo dadas pelos trés determinantes, conforme está indicado a 
seguir. A vantagem do dispositivo é que náo se corre o risco de esquecer a troca de sinal 
do determinante intermediário. 
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Levando-se em conta as considerações feitas sobre as proprieda- 
des dos determinantes, concluímos de imediato que: 


= 
x 
<4 


1% v x u =-(иху), isto é, os vetores v X и eu X v são opostos 
(Figura 3.1), pois a troca de ordem dos vetores no produto vetorial 
u ху implica troca de sinal de todos os determinantes de ordem 2, 
ou seja, troca de sinal de todas as suas componentes. + >+ > > 
vxu=-(ux v) 


Por outro lado, como u X V # Vv X ü conclui-se queo produto vetori- Fi 34 
igura 3. 


al náo é comutativo (ao contrário do produto escalar: u.v=v.u ). 
Portanto, no produto vetorial a ordem dos fatores é importante. 
2)ux y = 0 se, e somente se, и V v , pois neste caso, todos os determinantes de ordem 2 
tém suas linhas constituídas por elementos proporcionais. 
Estáo aí também incluídos os casos particulares: * 
D uxu = 0 (determinantes de ordem 2 com linhas iguais) 
П) ux O = 0 (determinantes de ordem 2 com uma linha de Zeros) 
Exemplos с de produto vetorial de vetores paralelos: 


а) uxGu)=0 d)(u- v)x G- u)=0 
b)Qu)x(-7u)=0 e) Qu +3v)x(6u 49v) = 
c) uxv)x(vxu) = 0 f) 65u)x0 20 


Sabemos que um vetor está bem definido quando conhecemos sua direção, seu senti- 


do e seu comprimento. A seguir passaremos a definir o vetor u X v no caso de uev 
serem náo-nulos e náo-paralelos. 


Características do Vetor Ч x v 
Consideremos os vetores u — (X,,ypz)e y = (x2,Y25Z2). 


a) Direcáo de uxv 


—— 
| O vetor u X v é simultaneamente ortogonal a u e v 
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Tendo em vista que dois vetores sáo ortogonais quando o produto escalar deles é 


Zero, basta mostrar que 
(uxv).u=0 e 
Temos, entáo 

MI 

Уг 


Х, 


(uxv).u 


х2 


(uxv). v=0 


Уг 


X Z| Х, 
Xi- ул 

X2 7, Х, 
21 
21 
Їл 


O (primeira e segunda linhas iguais). 


Logo, uX v éortogonala u ea v. 


De forma análoga, demonstra-se que (u xv ). у= 0. 


Como o vetor v X и tem a mesma diregáo de u x v 
(apenas seus sentidos sáo opostos), também ele é ortogo- 


nal tanto a u como ау. A Figura 3.2 apresenta os veto- 


res u X у е v X u ortogonais ao plano л determinado 


por u e v. 
Exemplo 
Dados os vetores u = (3, 
i j k 
uxv=|3 1 2|= 
-2 2 5 
e 


(ux v).u-(l -19, 8).(3, 1, 2)-3-19-16-0 
(ux у). у= (1, 49, 8). (-2, 2,5)--2-38-40-0 


1, 2) e v = (-2, 2, 5), tem-se 


1, -19, 8) 


MI 
Уг 


21 


= 
х 
<+ 


< 
<Q 


> > 
Vxu 


Figura 3.2 
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b) Sentido de uú X v 

O sentido de u x v poderá ser determinado utilizando-se a “regra da mao direita” 
(Figura 3.3(a)). Sendo Ө o ángulo entre uev , suponhamos que Ч (19 vetor) sofra uma 
rotacáo de ángulo Ө até coincidir com v. Se os dedos da mão direita forem dobrados na 
mesma diregáo da rotagáo, entáo o polegar estendido indicará o sentido de ux v. 


mM 
uxv E 
v 


el 


(a) (b) 


Figura 3.3 
A Figura 3.3 (b) mostra que o produto vetorial muda de sentido quando a ordem dos veto- 


res é invertida. Observemos que só será possível dobrar os dedos na direção de v para u se 
invertermos a posição da mão, quando então o dedo polegar estará apontando para baixo. 

Caso tenhamos dúvidas sobre o sentido de u X v , podemos associar estes dois veto- 
res a uma dupla de vetores unitários escolhidos entre i, j e К. Por exemplo, associando 


- 


u X v,com i X j etendo em vista que 


i j k 
ixj=|1 0 0|-(0, 0, D-k 
0 1 0 
o sentido de k daria o sentido de u x у. Da mesma forma temos j 
jxk-i e kxi=3j ї 
Na Figura 3.4 apresentamos um dispositivo mnemónico para ) T 
lembrar os seis produtos vetoriais possíveis com estes trés vetores 4 


pra 


unitários que determinam o sistema cartesiano. Associando estes 
vetores a três pontos distintos de uma circunferência, e adotando o 


sentido anti-horário, o produto vetorial de dois vetores sucessivos Figura 3.4 
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quaisquer é o vetor seguinte. Assim, neste dispositivo temos imediatamente i х j ^k 


(sentido anti-horário) e, conseqüentemente, j X i =-k (sentido horário). 


A tabela de dupla entrada apresenta as seis possibilidades com produto vetorial n&o-nulo: 
x = 


e = 


с) Comprimento de ux v 


Se 0 é o ángulo entre os vetores u e v náo-nulos, entáo 


lu x v I=lullvisen Ө (3) 


Este resultado será imediato quando se conhece a Identidade de Lagrange: 


lux vi? = tul? Iv? - (и. у)2 (4) 


Como 
2 y 7 X, 7 X y : 
| их 2 1 1 1 1 1 1 
Уз 72 X5 Z2 X5 Y2 
2 2 2 
= (y1Z5-y324) t (X1Z5-X52,) +(X1Y2X2Y 1) (5) 
e 
КЕРЛЕ ДЕ УЕ A o2 2 2 2/42 2 2 2 
lul Ivi- (u. v) = (хү tyr +21)(х5 +у5 +25) - (хх, + уу, tZ) (6) 


a identidade (4) poderá ser verificada desenvolvendo-se os membros da direita de (5) e (6) 
e constatando sua igualdade (a cargo do leitor). 
Tendo em vista que 


u. v «lullvlcos Ө 
a igualdade (4) pode ser escrita como 


lu x v 2luPIvP- Iu PIV cos Ө 
- lu ІУ Ё (1 - cos? Ө) 
=lu lv P sen? Ө 
Extraindo as raízes quadradas e notando que sen 9 > 0 (pois 0° < 0 < 180°), obtemos 


lu x vi zlullivi ѕер Ө. 


————— M M ——Ó M HH i$ 
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Interpretacáo Geométrica do Módulo do Produto 
Vetorial 

Observando que no paralelogramo determinado pelos 
vetores náo-nulos и e v (Figura 3.5), a medida da 


base é lul e da altura é Iv | sen Ө, a área A deste pa- 
ralelogramo é 


A = (base) (altura) = lullvisenO 
ou seja, 


ER Figura 3.5 
| A=lu ху! (7) 


O resultado dado ‹ em (7) poderá ser expresso por: “a área do paralelogramo deter- 


minado pelos vetores u e v é numericamente igual ao comprimento do vetor uxv' 
Vamos comprovar este resultado por meio de um exemplo particular tomando: os 


vetores u=2i ev=3j j . Temos, entáo 


j k 
0 0|=(0,0,6)=6k 
3 0 


lu x vl=6 
A Figura 3.6 mostra claramente que o paralelogramo 
determinado por u e v tem 6 u.a. (unidades de área) e o 


vetor u X v tem 6 u.c. (unidades de comprimento). Quer 
dizer, numericamente estas medidas sáo iguais. 

Para encerrar o estudo do produto vetorial, as con- 
clusões finais: 
1) O produto vetorial não é associativo, isto é, em geral 


Figura 3.6 


(uxv)x w&u X(vXw) 
Basta considerar, por exemplo, 
(1х)) х) -kxj =-i 
enquanto que 

1 х() Х) 1) = х0-0 
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2) Para quaisquer vetores u , v , w eo escalar or, são válidas as propriedades 
D ux(v+w)=(uxv)+(uxw)e 
(u+v)xw 2(uxw)4(vxw) 
ID a(uxv)=(0u)x v =u X(av) 
Ш) u.(vxw)=(uxv). w 
As demonstrações destas propriedades, todas ligadas à aplicação da definição (1) е 


de propriedades dos determinantes além das citadas no texto, deixamos a cargo do leitor 
como desafio. ` 


Exemplos | 
1) Determinar o vetor x, tal que x seja ortogonal ао eixo dos y e ü = x x У, sendo 
u =(1,1,-1)e v =(2,-1, 1). 


Solucáo 


Como x L Oy, ele é da forma х = (х, 0, 2). 


Entáo, u= x x v equivale a 

ij 
0 
-1 


0,1,4) = 


- N KH 


No 


ou 
(1, 1, -1) = (z, -x + 2z, -x). 
Pela condição de igualdade de dois vetores resulta o sistema 
2=1 
-х + 22 = 1 
-Х --1 
cuja solução éx = lez=1. 
Portanto, x = (1,0, 1). 


2) Sejam os vetores u= (1, -1, -4) e y = (3, 2, -2). Determinar um vetor que seja 


a) ortogonal a ue у; 

b) ortogonal а ueve unitário; 

c) ortogonal a u e v etenha módulo 4; 

d) ortogonal a u e у etenha cota igual a 7. 
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Solução 

a) Sabe-se que o vetor u X v é simultaneamente ortogonal a u e v. Como multipli- 
car um vetor por um número real náo altera a sua diregáo, todos os vetores do tipo 
o (u ху ), & € R, são também ortogonais а uev. Portanto, este problema tem infini- 
tas soluções. 


— ~ - 


i j k 
uxv=|1 -1 -4|-(10,-10, 5) 
3 2 -2 


Logo, as infinitas soluções são 
o (10, -10, 5), жє R. 


Observação 


Se chamarmos de x = (x, у, z) todos os vetores ortogonais a u e у, estas mesmas solu- 
ções seriam obtidas resolvendo-se o sistema: 


Х x-y-4z=0 

- ou Зх + 2у -2z=0 
. x. 

b) A partir de u x у (ou de qualquer о (и x v), о z 0), obtém-se dois vetores unitários: 


— 


> иху (0, -10, 5) 2 2 1 
u = => = == =(=,-=,-) 
lu X vl 15 3 3 3 
е 
> - 2 2 1 
U2=-U =(-—, =, “7 
2 1=( 3' 3 3) 


c) Para obter um vetor de módulo 4 que seja ortogonal a u e v , basta multiplicar por 4 
um vetor unitário: 


^ч 
| 
8 
! 
| 
" 
| 
— 
г. 
і 
" 
1 
| 
" 
SS 
b. 


ой 
4 
-3 ). 
d) Dentre as infinitas soluções 0(10, -10, 5) = (100, -100, 500, deseja-se aquela cuja cota 


é 7. Então, 50 = 7, ou seja, O = = Logo, temos a solugáo 


i (10, -10, 5) = (14, -14, 7). 


| 
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3) Seja um triángulo eqüilátero ABC de lado 10. Calcular ГАВ x ACI. 

Solução 

É uma aplicação direta da relação (3): 
ГАВ x ACI=IABIIACIsen А 
Como À = 60º (Figura 3.7), vem 


ГАВ x АС1= aoao )= 5045 . 


Observacáo Figura 3.7 
Este resultado representa a área do paralelogramo determinado pelos vetores AB e AC. 
Logo, a área do triángulo da figura é a metade, ou seja, 2545. 
4) Dados os vetores и = =(1,-1,1)е y = = (2, -3, 4), саїсшаг 
a) a área do paralelogramo determinado por ue у; 


b) a altura do paralelogramo relativa á base definida pelo vetor ч. 


Solução | 
a) Sabemos de (7) que a área A é dada por 
A=lu x vl 
Como 
i j Kk 
=1 1 1=(1,-2,-D 
2 -3 4 
tem-se 


A=I-1,-2,-Dl =/1+4+1= У6 u.a (unidades de área). 
b) А Figura 3.8 ilustra outra vez o significado geométrico 
de lu x y le indica a altura h que se pretende calcular. 
De 
A = (base)(altura) = lu l. h 
vem 
a ча lu х vl 
lul lul 
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ou seja 

Je 46 
ИЛЕШ A3 
5) Determinar а distáncia do ponto Р(5, 1, 2) а reta т que passa por A (3, 1, 3) e B (4, -1, 1). 


h = 42 u.c. (unidades de comprimento) . 


Solucáo 
Seja d a distáncia do ponto Р а reta г (Figura 3.9). Os vetores AB e AP determinam um 
paralelogramo cuja altura relativa à base AB é a distáncia d de Рат. 

Logo, de acordo com o problema anterior, temos 


a= AB x API 
ГАВ! 
Como AB -(1,-2,-2), AP=(2,0,-1)e 
ij Kk 
ABxAP=|1 -2 -2|=(2,-3,4) 
2 0 4 “Figura 3.9 


vem 


410,3. 01 _ У4+9+16 _ 29 Ç 
а, -2, -2)I 414-444 3 o 
6) Dados os vetores u =(2,1,-1)e v = (1, -1, a), calcular o valor de a para que a área 


do paralelogramo determinado por uev seja igual a 462. 


Solucáo 
A área A do paralelogramo é dada por 
A=lú x vi 


Deseja-se que 


lu x vl= 462 


Mas 
ij K 
uxv=|2 1 -1|=(а-1,-2а-1,-3) 
1-4 a 


Ka - 1, -2a - 1, -3)1 = J62 
ou 
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Мба - D2 + (2a - 1)2+ (-3)2= 4/62 


Elevando ambos os membros ao quadrado e ordenando os termos, vem 
а? -2а+ 1+ 4а2 + 4а+1+9= 62 
5а? + 2а -51=0 
donde 
a=3 ou a= д. 
I 5 
7) Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e C(4, 2, -2), determinar 
a) a área do triángulo ABC; 
b) a altura do triángulo relativa ao vértice С. 


Solucáo 
a) A Figura 3.10 mostra que, a partir do triángulo ABC, é 
possível construir um paralelogramo ABDC, cuja área é 
о dobro da área do triángulo. 
Como o paralelogramo é determinado pelos vetores 


AB eAC, conclui-se que a área A do triángulo é 


Aa = HAB x AC 


Figura 3.10 


Mas 
АВ-0,-2,4), AC=(2,1,3) е 
i j k 
АВХАС-11 -2 -1|=(7,1,5) 
2 1 3 
Logo, 


As = 0,1,5) = (474192 VB 2 8 ua. 


b) A altura do triángulo indicada na figura é a mesma do paralelogramo de base AB. 
Como a área A do paralelogramo é 
А = (base) ) (altura) = b. bh, vem 


p= A JABXACI_ 5 — 543 5000 


b ABI — KL-2-D0 de 2 
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Uma Aplicacáo na Física 
O produto vetorial é uma importante ferramenta matemática utilizada na Física. Dentre 
algumas de suas aplicações pode-se citar o torque. 

O torque é uma grandeza vetorial, representado por T, e está relacionada com a pos- 
sibilidade de um corpo sofrer uma torção ou alterar seu movimento de rotação. 

A equação para o cálculo do torque é 

t=r X F 

onde Ir | é a distância do ponto de aplicação da força F ao eixo de rotação, ao qual o cor- 


po está vinculado. 


Lembrando o cálculo do módulo do produto vetorial visto em (3) tem-se 
It =!т ПЕ ѕеп Ө 5 


onde Ө é o ángulo entre r е F. 


Exemplo " 
Calcular o torque sobre a barra АВ (Figura 3.11), A y 
onde AB = r =2j (em metros), Е=101 (ет 

newtons) e o eixo de rotacáo é o eixo 7. T 


ыГ 


Solucáo 
O vetor torque, para o caso desta figura, é 
dado por Figura 3.11 


=(01+2j +0k)mx(10i+0j +0k)N 


a 


оп 
=(0i+0j -20k)mN 


a! 


ou 
= (-20k )mN 


as 


A intensidade (módulo) do torque pode ser calculado por 


\т1=1т ПЕТ sen Ө = (2m)(10N) (sen 90º) = 20mN 
ou por 


121= 4(-20)? =20mN 
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Observação 
Caso a força F seja invertida (Figura 3.12), isto é, 
F=-10 1 (em newtons), o torque é dado por 


t=(0i+2j +0k)mx(-101+0j +0K)N 
ou 
T= (20K )mN. x 


Figura 3.12 


Problemas Propostos 
1) Seuz3i-j-2k,v-2i«4j - K e w =-1+k, determinar 


a)lu x ul e)(u-v)X w D ux v + u Xx w 
b)Qv)x(3v) f (u xv)x w D(uxv).v 
c)(uxw)+(wxu)  gux(vxw) k) (uxv). w 
d(uxv)X(vxu) ) hux(v4w) D u.(vX w) 

2) Efetuar 

a) ix k eGi).Qj) D(G xj )x k 
b) j xQi) €Gi)xQj) j(ixj)xj 
OG i)xQk) g i.(j xi) k ix(j xj) 
d) i.(j xk) h) j .(j xk) DG xk).i 


3) Dados os о5 pontos AQ, 1, -1), BG, 0, 1) e CQ, -1, -3), determinar o ponto D tal que 
AD = BCxAC. 


4) Determinar o vetor x tal que x 4(1,4,-3)--7 e хх (4, -2, 1) 2 (3, 5, -2). 
5) Resolver os sistemas 


a) xxj =k 5) [x xxQi-j +3k)=0 
x.(4i-2j + К)=10 x.(i+2j -2k)=12 
6) Dados os vetores u = (3, 1, 1), v= (4, 1, e w = (1, 2, 0), determinar x de modo 


quex LwexxXu=v. 
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7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 
14) 


15) 


16) 


Levando em conta а Figura 3.13, calcular 
a) OF x OD d) EC x EA 

b) ACx FA e) OA. (OC xOE ) 
c) ABx AC f) GB x AF 


Sejam os vetores ш = (1, -2, 1), у= d,1,De w = 

(1, 0, -1). 

a) Utilizar o produto escalar para mostrar que os 
vetores sáo, dois a dois, ortogonais. 

b) Utilizar o produto vetorial para mostrar que о 
produto vetorial de quaisquer dois deles é paralelo ao terceiro vetor. 


Figura 3.13 


c) Mostrar que ах (v x w)= 0 

Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores u«2vev- u, sendo 
ú = (-3, 2, 0) e v = (0, -1, -2). 

Obter um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos A(2, 3, 1), B(1, -1, 1) е 
C(4, 1, -2). 

Dado v= = (1, -2, 1), determinar vetores уз е уз de modo que os trés sejam mutua- 
mente ortogonais. 

Dados os vetores u = = (1,1,0)e y = (-1, 1, 2), determinar 

a) um vetor unitário simultaneamente ortogonal a ue у; 


b) um vetor de módulo 5 simultaneamente ortogonal а uev. 


Determinar um vetor de módulo 2 ortogonal a u = (3,2,2)ea y = (0, 1, 1). 
Com base na Figura 3.14, calcular 
a) IAB x ADI 
b) IBA x ВС! 
с) ГАВ x DCI 
d) ГАВ x CDI 
e) IBD хАС! 
f) IBD x CDI 
Sendo lu E 242 , ly | = 4 е 45º o ángulo entre ue у, calcular Figura 3.14 
a)12u x vl »[2ux Ly 
5 2 


Determinar u . v, sabendo que lu x viz 12,lulz 13e v é unitário. 
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17) Dados os vetores п = (3, -1, 2)e y = (2, 2, 1), calcular 
a) a área do paralelogramo determinado por u ev; 


b) a altura do paralelogramo relativa à base definida pelo vetor v. 

18) Mostrar que o quadrilátero ABCD de vértices A(4, 1, 2), B(5, 0, 1), Cc 1, 2, -2) 
e D (-2, 3, -1) é um paralelogramo e calcular sua área. 

19) Dois vértices consecutivos de um paralelogramo são A(2, -4, 0) e B(1, -3, -1) ёо 
ponto médio das diagonais é M (3, 2, -2). Calcular a área do paralelogramo. 


20) Calcular o valor de т para que a área do paralelogramo determinado por п = (m, 3, De 
y = (1, 2, 2) seja igual a 4/26 . 

21) Sabendo que lul- 6, IvI24 e 30* o ángulo entre u ev, calcular 
a) aárea do triángulo determinado por ue v; 


b) a área do paralelogramo determinado por u e c у ); 


- 


C) a área do paralelogramo determinado por u+veu-v. 
22) Calcular a área do paralelogramo determinado pelos vetores ue v, sabendo que 
suas diagonais são u+v= (-1, 3, 4)е П-у = (1, -1, 2). 
23) Calcular a distância do ponto P(4, 3, 3) à reta que passa por A(1, 2, -1) e B(3, 1, 1). 
24) Calcular a área do triángulo ABC e a altura relativa ao lado BC, sendo dados 
a) ACA, 1, 1), В(1, 0, D e C(0, -1, 3) 
b) A(4, 2, 1), B(1, 0, De C(1, 2, 0) 
25) Encontrar um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P, Q e R e calcular 
a área do triángulo PQR. 
a) Рб, 0, 0), Q(0, 3, 0), КОО, 0, 2) 
b) Р(2, 3, 0), Q(0, 2, 1), RQ, 0, 2) 
26) Calcular z, sabendo-se que A (2, 0, 0), B(0, 2, 0) € C(0, 0, z) sáo vértices de um tri- 
ángulo de área 6. 
27) Dados os pontos AQ, 1, -1) e B(0, 2, 1), determinar o ponto C do eixo Oy de modo 
que a área do triángulo ABC seja 1,5 u.a. 
28) Sabendo que os pontos A(4, 0, 0), B(0, 0, 2), C(0, 3, 0) e D(4, 3, -2) sáo coplanares, 
calcular a área do quadrilátero ABCD. 
29) Os pontos médios dos lados do triângulo ABC são M(0, 1, 3), N(3, -2, 2) e P(1, 0, 2). 
Determinar a área do triángulo ABC. 


Respostas de Problemas Propostos 

1) 90 d 0 g) C6, -20, 1) po 
b) 0 e) (-5, 0, -5) h) (8, -2, 13) К) 5 
с) 0 f) C1, -23, -1) 1) (8, -2, 13) D5 
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2) а)-1 e)0 yO 
b) -2K f6k p-i 
c)-6j g0 k) 0 
d) 1 һ) 0 D1 
3) D (44, -1, 1) 
4) x=(3,-1,2) 
5) a) x= (1, -3, 0) b) x= = (4,2, -6) 
6) Náo existe x pois u náo é ortogonal a v. 
3 
7) a) Ca?, -а2, a?) c) (0, 0, a?) эн 
b) C a?, -a?, 0) d) (-а?, -а?, -а?) f) 0 


9) Um deles: (u + 2v ) X(v-u) = (-12, -18, 9) 
10) Um deles: AB x АС = (12, 3, 10) 
11) Uma das Ena soluções: vi = (1, 2, 1), уз = (1,1, De v3=(-1, 0, 1) 


1 1 1 1 

9 a Bu Ж ооло 
DC. dui зу ds ue 

Л 437 Л? 3 43 43 

13) (0,42, -/2) ou  (0,-J2, 42) 

14) a) 243 с)0 e) 443 
b) 243 d) O p 243 

15) a)16 DE 

16) 5 ou -5 

17) a) 3410 b) 410 

18) 4122 

19) 24/74 

20) 00u2 

21) a) 6 b) 12 c) 24 

22) 435 

23) 465 


3 
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24) 4455 е 2935 NUM 
J6 2*5 
25) 910,23, te Re 210 5/с(1:4:6уБЄ R e ын 
-26) 4 0u -4 
27) C(0,1,0) ou с, 5,0) 
28) 2461 


29) 442 


Produto 
Misto 


Definição 
Chama- ona misto dos vetores u = х, i + yj + 21 К, у= о i + у,ј + 72 k 


= 


e€ W = X4 i y j * а К, tomados nesta огйет, ао número real u. (vxw). 


О produto misto de u, v ew também é indicado por (u, у m ). 
Tendo em vista que 


- - - 


i j k 
vx w = X> Y2 77 = y2 22 n *2 22 j + *2 y2 k 
ху уу z, Уз 23 Хз 23 X3. Уз 
ует 
u. (Уху) = y, 53 -y, Хас 5% m Son Y3 
з 23 X3 23 X3 y3 


e, portanto, 
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Exemplo 
Calcular o produto misto dos vetores u=2i+ 3j + 5К, v=-i+ 3j + 3k e 


w 24i-3j «2k. 


Solucáo 
2 
(vw -14 3 3| = 27 
4 -3 2 


Propriedades do Produto Misto 


As propriedades do produto misto decorrem, em sua maioria, das propriedades dos deter- 
minantes. 


D O produto misto (u v ‚уу ) muda de sinal ao trocarmos a posicáo de dois vetores. 
Em relagáo ao exemplo anterior onde (u ; у ; w ) = 27, teríamos 
(v PET ) = -27 (permuta de ue v) 
(w,v,u)=-27 (permuta de ue w) 
(u,w,v)=-27 (permuta de ve w) 


Se em qualquer um destes três últimos produtos efetuarmos nova permutação de dois * 
vetores, o produto misto resultante volta a ser 27. | 


— 


E o que acontece com (v , у, и ) = 27, onde no primeiro deles permutamos u е w. 


Entáo, se em relagáo ao produto misto (u р у : w ) ocorrer 
a) uma permutação — haverá troca de sinal; 
b) duas permutações — não altera o valor. 
Resulta desta propriedade que os sinais . e x podem ser permutados, isto é, 


u.(vXw)z(uXv).w 


(uXv).w-2 w .(uXv)z(w,u,v)-(u,v,w)2u.(vXw) 


П) (U+x, v,w)=(U,v,w)+(x,v,w) 


pois 


(u,v+x,w)=(u,v,w)+(u,x,w) 
(u,v,w+x)=(u,v,w)+(u,v,x) 


Ш) (@u,v,w)=(u,@v,w)=(u,v,Gw)=O(u,v,w) 
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IV) | (u ,v ,w ) = 0 se, e somente se, os trés vetores forem coplanares. 


Admitindo-se que (u,v,w) = 0, ou seja, nn а 
u. (vxw) = 0, conclui-se que (v Xw ) Lu. Por 
outro lado, no estudo do produto vetorial vimos que o 
vetor v X w é também ortogonal a v e w. Assim 2 
sendo, como v x w é ortogonal aos três vetores u, 
уе w, estes são coplanares (Figura 4. De 

Reciprocamente, admitindo-se que u, vew Figura 4.1 


sejam coplanares, o vetor v xw, por ser ortogonal a v ew , é também ortogonal au. 
Ora, se ч e V X w são ortogonais, o produto escalar deles é igual a zero, isto é, 
u. (уху )= (u, v, w)- 0 


Observacáo 

A equivalência da propriedade IV continua válida em situações particulares, tais como: 

a) se pelo menos um dos vetores é nulo (o determinante (1) é zero por ter uma fila de 
zeros e os três vetores são coplanares); 

b) se dois deles forem paralelos (o determinante (1) é zero por ter duas filas de elementos 
proporcionais ou iguais e os três vetores são coplanares). 


Exemplos 


1) Verificar se são coplanares os vetores и = (2, -1, D), v=(1,0,-1)e w = (2, -1, 4). 


Solução 
Como 
2 - 1 
(uv w)2]1 0 1|=3%0 
2 14 


os vetores náo sáo coplanares. 

2) Qual deve ser o valor de m para que os vetores u= (2, m, 0), v= (1, -1,2) e 
w= (-1, 3, -1) sejam coplanares? 

Solução 


Para que u, v e w sejam coplanares deve-se ter 
(u,v,w)=0 
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isto é, 
2 т 0 
1 - 21 = O 
41 3 4 
ou 
2-2m-12+m=0 
e, portanto, 


m= -10 : 
3) Verificar se os pontos А(1, 2, 4), BC-1, 0, -2), C (0, 2, 2) e D(-2, 1, -3) estáo no mesmo 
plano. 
Solucáo 
Os quatro pontos dados sáo coplanares se forem coplanares os vetores AB ; AC e AD 
(Figura 4.2), e, para tanto, deve-se ter . 
(AB, AC, AD) 20 


Como 
2 -2 -6 
(AB, АС, AD =|-1 0 -2|=0, 
23 17 Figura 4.2 


os pontos dados sáo coplanares. 


Interpretacáo Geométrica do Módulo do Produto 
Misto 


Geometricamente, o produto misto u . (v X w ) é 
igual, em módulo, ao volume do paralelepípe- 
do de arestas determinadas pelos vetores náo- 


coplanaresu , v e w (Figura 4.3). 
А área da base do paralelepípedo é 
Iv X wl. 
Seja 0 o ángulo entre os vetores u e 


vXw. Sendo v X w um vetor ortogonal à 
base, a altura será paralela a ele, e, portanto, 


h-lullcos8! ` 


Figura 4.3 
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(É necessário considerar o valor absoluto Icos 0l, pois Ө pode ser um ángulo obtuso). 
Entáo, o volume V do paralelepípedo é 
V = (área da base) (altura) 


-1ү x wllullcos Ө! 
=llullv x wlcos Ө! 
=lu .(vxw)l 
onde a última igualdade decorre da relagáo (2) do Produto Escalar. 
Portanto, 


| V=l(ü,v,w)l | 


Exemplo 
Sejam os vetores u= (3, m, -2), у= (1, -1, 0) e w= = (2, -1, 2). Calcular o valor de т para 


“que o volume do paralelepípedo determinado por u, уем ѕеја 16 u.v. (unidades de 
volume). 
Solucáo 
O volume do paralelepípedo é é dado por 
=! (u, v,w)l 
e, no caso o presente deve-se ter 
I(u,v,w)l- 16 


Sendo | 
3 m 2 
(u, у, w=|1 4 0|=-2m-8 
2 1 2 
vem 
1-2m - 81= 16, 


que, pela definição de módulo, implica duas hipóteses: 
-2m - 8 = 16 ou -2m - 8 = -16 
е, portanto, 


m= -12 ou m=4 
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Volume do Tetraedro 
Sejam A, B, C e D pontos náo-coplanares. Portanto, os vetores AB , AC e AD também 
sáo náo-coplanares. Em conseqiiéncia, estes vetores determinam um paralelepípedo (Figu- 
ra 4.4) cujo volume é 
V «I(AB, AC, AD). 

Este paralelepípedo, por sua vez, pode ser repartido em 
dois prismas triangulares de mesmo tamanho (conforme figu- 
ra) e, portanto, o volume Vo de cada prisma é a metade do 


D 
-7 
5 


` 


volume V do paralelepípedo ( ын == 5 У). Tr 


--., 


Рог outro lado, da Geometria Espacial sabemos que o T " 4 
prisma pode ser repartido em trés pirámides de mesmo volu- 207 
me, sendo uma delas o tetraedro ABCD. Assim, o volume B 
V, do tetraedro é um terço do volume do prisma, isto é, Figura 4.4 

1 1,1 
У,=—У„=-—(—У 
= 3V 53 
ou 
1 
V =—V 
6 
ou 
Tb. c = = 
V, =- (АВ, АС, AD) | 
Exemplo 


Sejam A(1, 2, -1), B(5, 0, 1), C(2, -1, 1) e D(6, 1, -3) vértices de um tetraedro. Calcular 
a) o volume deste tetraedro; 
b) a altura do tetraedro relativa ao vértice D. 


Solução 
a) O volume do tetraedro é dado por 
V, = (AB, АС, AD) 
Mas 
4 2 2 
(AB, АС, АРу-11 -3 2|=36 
5 -1 -2 
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Portanto, o volume do tetraedro é 
V, al .36 = бич. 
6 ñ 


b) Observemos na Figura 4.4 que a altura do tetraedro {тасада do vértice D é a própria 


altura do paralelepípedo de base determinada por AB e AC. Como o volume V do 
paralelepípedo é dado por 
V = (área da base) (altura) 


-1АВ x ACI.h 
tem-se 
һ= шэн 
ГАВ х ACI 
Мав, 
i j k 
АВХАС = |4 -2 2| = (2, 6, -10) 
1 -3 2 
e, portanto, 


36 36 36 18 


=———— = RR =—=—— = 4.0. 


(2, -6,-10)) /4+36+100 x140 35 


Problemas Propostos 
1) Dados os vetores u = (3, -1, 1), у= (1, 2, 2) e w = (2, 0, -3), calcular 

а) (u,v, w) b) (w,u,v) 
2) Sabendo que (u,v,w)--5, calcular 

a)(w,v,u) b)(v,u,w) c)(w,u,v) d у. (ху). 
3) Sabendo que u . ( v x w ) = 2, calcular 

а) u.(w XV) с) (уху). u e) u. (2w xv) 

b) v. (мхи) d) (uxw). Gy) f(u +v). (uxw) 
4) Sabendo que (u, w,x)=2 e (у, ,х)=5, calcular 

a)(u,x,-w) DGuU,3w, 2X) ogQQua4v,w,x) dGu-3v,2w,x) 
. 5) Verificar se são coplanares os vetores 
a) u=(1,-1,2), v=(2,2,1)e w = (22,0, -4) 
b) u=(2,-1,3), v=(3,1,-2)e w =(7,-1,4) 


100 


б) 


7) 


8) 


9) 
10) 


11) 


12) 


13) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 


19) 
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Determinar o valor de k para que sejam coplanares os vetores 

a) u = (2, -1, k), v = (1, 0, 2)e w = (k, 3, k) 

b) u=(2,k, 1), у= (1,2, Юе w = (3,0, -3) 

Verificar se sáo coplanares os pontos 

a) А(1, 1, 0), B(2, 1, -6), CC1, 2, -1) e DQ, -1, -4) 

b) AQ, 1, 2), B(0, 1, -2), С(1, 0, -3) e DG, 1, -2) 

Para que valor de m os pontos A(m, 1, 2), BQ, -2, -3), С(5, -1, D e DG, -2, -2) sào 
coplanares? 


Qual o volume do cubo determinado pelos vetores i , i ek? 
Um paralelepípedo é determinado pelos vetores u = (3, -1, 4), y = (2, 0, 1) е 


w= (-2, 1, 5). Calcular seu volume e a altura relativa à base definida pelos vetores uev. 
Calcular o valor de m para que o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores 


vi= = (0, -1, 2), v= = (4, 2, -1) e v= (3, m, -2) seja igual a 33. Calcular a altura 


deste paralelepípedo relativa à base definida por vi e v2. 

O ponto А(1, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepípedo e os três vértices adja- 
centes são B(2, -1, -4), С(0, 2, 0) e D(-1, m, 1). Determinar o valor de m para que o 
volume deste paralelepípedo seja igual ao 20 u.v. (unidades de volume). 

Dados os pontos A(2, 1, 1), В(-1, 0, 1) e С(3, 2, -2), determinar о ponto D do eixo Oz 


para que o volume do paralelepípedo determinado por AB, AC e AD seja 25u. v. 
Representar graficamente o tetraedro ABCD e calcular seu volume, sendo А(1, 1, 0), 
B(6, 4, 1), СО, 5, 0) e D(0, 3, 3). 

Calcular o volume do tetraedro de base ABC e vértice P, sendo A (2, 0, 0), B (2, 4, 0), 
C(0, 3, 0) e P(2, -2, 9). Qual a altura do tetraedro relativa ao vértice P? 

Sabendo que os vetores AB = (2, 1, -4), AC= (m, -1, 3) e AD = (3, 1, -2) determi- 
nam um tetraedro de volume 3, calcular o valor de m. 

Três vértices de um tetraedro de volume 6 são A(-2, 4, -1), В(-3, 2, 3) e C(1, 22, -1). 
Determinar o quarto vértice D, sabendo que ele pertence ao eixo Oy. 

Calcular a distáncia do ponto D(2, 5, 2) ao plano determinado pelos pontos A(3, 0, 0), 
B(0, -3, 0) e C(0, 0, 3). 

Sendo lu 1-3, ly 1-4 e 120? o ángulo entre os vetores u ev , calcular 

a) | ú + ү | c)o volume do paralelepípedo determinado 
_ 22 рог и X v, uev. 

blu x(v-u)l 


20) 
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Determinar т e n para que se tenha 


a) (т, п, 2). (4, -1, 3) = -2 
b) (m, n, 2) X (4, -1, 3) = (8, -1, -11) 
с) (m, n, 2) .((3, 1,2) x (0, 1, -1) = 9 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
б) 
7) 
8) 
9) 


10) 


11) 


12) 
13) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 


19) 
20) 


a) -29 b) -29 
a)5 b)5 с) -5 d) -5 
a) -2 b)2 с)2 d) -6 e) -4 
a)2 b) -36 c) 24 d) -10 
a) Náo b) Sim 
a) 6 b) 2 ou -3 
a) Sim b) Náo 
m=4 
1 

17 
17e — 

J30 
m=4 ou кез Еа р s 
| 4 489 
6 оп 2 
ГОО, 0, -10) ou ГОО, 0, 15) 
19 
— u.v. 
12u.v. e 9u.c. 

17 19 
m = -— ou m = — 
2 2 

D(0, 2,0) ou D(0, -4, 0) 
A 
a) 413 b) 643 c) 108 u.v. 
а)п=4т+8 b)mz3 e n=2 с)п=т+1 


A Reta 


Equacáo Vetorial da Reta 

Consideremos um ponto A(x;, y,,Z,) e um vetor não- 
nulo v = (a, b, с). Só existe uma reta г que passa por А e 
tem a diregáo dev. Um п ponto Р(х, y, 7) репепсе ar se, 


e somente se, o vetor AP é paralelo a v (Figura 5.1), 
isto é, ; 


AP=tv (1) 
para algum real t. 
De (1), vem Figura 5.1 


P-A=tv 
оп 
P=A+tv (2) 
ou, em coordenadas 
(х, y, 2) = (X4, Y1; Z1) + (а, b, с) (3) 


Qualquer uma das equacóes (1), (2) ou (3) é denominada equação vetorial de т. 


O vetor v é chamado vetor diretor da reta r e t é denominado parámetro. 


Exemplo | 
A reta г que passa por А(1, -1, 4) e tem a direcáo de y = (2, 3, 2), tem equação vetorial, de 
acordo com (3): 


M — )Y" CN 
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r: (x, у, 2) = (1, -1, 4) + t2, 3, 2) (4) 
onde (x, y, z) representa um ponto qualquer de г. 
Se desejarmos obter pontos de r, basta atribuir valores para t. Por exemplo, 
рага t= 1, obtém-se (х, у, 2) = (1, -1, 4) + 10, 3, 2) = (1, -1, 4) + (2, 3, 2) = (3, 2, 6) 
e, portanto, P, (3, 2, 6) e г. 
De forma análoga, 
para t=2, obtém-se (x, y, z) = (1, -1, 4) + 20, 3, 2) = (5, 5, 8) 
e, portanto, Р, (5, 5, 8) є r; 
рага t=3, obtém-se o ponto Р, (7, 8, 10); 
рага 1-0, obtém-se o próprio ponto А(1, -1, 4); 
рага t=-1, obtém-se o ponto Р, (-1, -4, 2); | 
e assim por diante. Se t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos da 
reta. 
A Figura 5.2 mostra os pontos obtidos com seus correspondentes parámetros. 


De acordo com 
P=A+t yv 
tem-se 
=A + (1)v 


Р,= А + (2)у 
Р,= А + (3) v 
P,=A+(1)v 
A=A+(0)v 


Figura 5.2 


Observações 
a) Vimos que a cada real t corresponde um ponto Р e r. A recíproca também é verdadeira, isto 
é, a cada P e r corresponde um número real t. Por exemplo, sabe-se que o ponto P(S, 5, 8) 
pertence à reta | 
r: (x, у, 2) = (1, -1, 4) 12, 3, 2) 
Logo, o ponto (5, 5, 8) é um particular (x, y, 7) na equação (4) e, portanto, é verda- 
deira a afirmagáo 
(5, 5, 8) = (1, -1, 4) 410, 3, 2), para algum real t. 
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Desta igualdade, vem 

(5, 5, 8) Е (1, -1, 4) = t(2, 3, 2) 
ou 

(4, 6, 4) 2 t2, 3, 2) 
e, portanto, t = 2. 

b) A equacáo (4) náo é a única equacáo vetorial de т. Existem, na verdade, infinitas, pois 
basta tomar outro ponto de г (em vez de A) ou outro qualquer vetor náo-nulo que seja 
múltiplo de у. Por exemplo, a equacáo 

(x, y, 7) = (1, -1, 4) + t(4, 6, 4) 
é outra equação vetorial de г onde se utilizou o vetor 2v = (4, 6, 4) como vetor diretor 
em vez de v= (2,3,2). 


Equações Paramétricas da Reta 
Da equação vetorial da reta 
(х, y, 2) = (x1,y1,2,) + Ца, b, c) 
ou ainda 
(х, y, 2) = (x + at, y + bt, z) + ct), 
pela condição de igualdade, obtém-se 


As equações (5) são chamadas equações paramétricas da reta. 


Exemplos 


1) Aretar que passa pelo ponto A(3, -4, 2) e é paralela ao vetor у= (2, 1, -3), de acordo 
com (5), tem equações paramétricas 


x=3+2t 
t: y=-4+t 
7-2-3 


2) Dado o ponto А(2, 3, -4) e o vetor y= (1, -2, 3), pede-se: 


a) Escrever equagóes paramétricas da reta г que passa por А e tem a diregáo de у. 
b) Encontrar os dois pontos B e C de r de parâmetros t 1 et = 4, respectivamente. 
c) Determinar o ponto de r cuja abscissa é 4. 

d) Verificar se os pontos D(4, -1, 2) e E(5, -4, 3) pertencem a г. 

e) Deterrninar para que valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence a r. 
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f) Escrever outros dois sistemas de equações paramétricas de r. 
g) Escrever equações paramétricas da reta s que passa por G(5, 2, -4) e é paralela a r. 
h) Escrever equações paramétricas da reta t que passa por A e é paralela ao eixo dos y. 


Soluções 
a) De acordo com (5) temos imediatamente: 


x=2+t 
r4 y=3-2t 
z = -4 + 3t 


b) Das equações acima tem-se: 


х=2+ (1) = 3 

parat = 1 vem у=3-2(1)=1 = В(3,1,-1) er 
z=-4+3(1)=-1 
x=2+(4)=6 

para t = 4 vem y=3-2(4) = -5 e C(6, -5, 8) er 
z=-4+3(4) = 8 


с) Сото o ponto tem abscissa 4 (х = 4), temos 
4=2 +1 (1º equação de г) e, portanto, t = 2. 
Como 
y=3-2(2)=-1 
Ea а 
о ponto procurado ё (4, -1, 2). 
d) Um ponto pertence à reta r se existe um real t que satisfaz as equações de r. 
Para D(4, -1, 2) as equagóes 


4 =2+t 
-1=3-2t 
2 2-443t 


se verificam para 1-2 e, portanto, De r. 
Para Е(5, -4, -3) as equações 


5 =2+t 
-423-2t 
-3 =-4+ 31 


não são satisfeitas para o mesmo valor det (t = 3 satisfaz a primeira equação mas não 
as duas outras). Logo, E € r. 
e) Como F e г, as equações 
m=2+t 
523-2t 
п= -4 + 3t se verificam para algum real t. 
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Da equação 5 = 3 - 2t, vem t = -1 e, portanto, 
ш-2-(41)-1: 
n= -4 + 3(-1) = -7 | 
f) Tomando o ponto B(3, 1, -1) e г (item с) e o vetor diretor 
2v =2(1, -2, 3) = (2, -4, 6) tem-se 


x=3+2t 
r: 4y=1-4t 
z=-1+6t 


Para o ponto C(6, -5, 8) e o vetor diretor - y= (-1, 2, -3), tem-se 
x=6-t 
r: р = -5 + 21 
z = 8 - 3t 
g) Como s // r, os vetores diretores de s sáo os mesmos de r. Para у = (1, -2, 3), tem-se 
Х-541 
8: b =2-2t 
2=-4+ 31 
h) Como a reta t é paralela ao eixo dos y, um de seus vetores diretores é j = (0, 1, 0). Entáo, 
| x=2+0.t=2 
t: 


y=3+1.t=3+t 
z=4+0.t=4 


Reta Definida por Dois Pontos 


A reta definida pelos pontos A e B é a reta que passa por A (ou B) e tem a direção do vetor 
v =AB.. 


Exemplo 
Escrever equações paramétricas da reta r que passa por A(3, -1, -2) e В(1, 2, 4). 
Solução 
Escolhendo o ponto A e o vetor у = AB - B- А = (-2, 3, 6), tem-se 
x23-2t 
r:3y=-1+3t 


z = -2 + 6t 
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Equacóes Paramétricas de um Segmento de Reta 
Consideremos a reta r do exemplo anterior e | 
nela o segmento АВ (origem А e extremidade A 
B) (Figura 5.3). й 
As equações paramétricas do segmento Figura 5.3 

АВ são as mesmas da reta г, porém, com 0 € t € 1, isto é, 

x=3-2t 

AB: < y=-1+3t 
z=-2+6t, te [0,1] 


B r 


Observemos que 
para t = 0, obtém-se o ponto A, 
para t = 1, obtém-se o ponto B, 
e para t entre 0 e 1, obtém-se os pontos entre A e B. 
Se considerássemos o segmento BA, a fim de manter o mesmo intervalo de variação 


de t, para ponto tomaríamos o B e para vetor diretor BA = À - B = (2, -3, -6). Então, 
х=1+2 
BA: < y=2-3t 
z=4-6t, te [0,1] 
Notemos que as equações vetoriais dos segmentos AB e BA com 0 < t < 1, são 


P=A + (В - A) e. P =B + А - B), 
respectivamente, onde P(x, y, z) representa um ponto qualquer do segmento. 


Observação 

A equação P= A + (В - A) 

também pode ser expressa de modo equivalente por 
Р-18-41-0А 


Equacóes Simétricas da Reta 
Das equações paramétricas 


X = Xx, + at у= y; + bt Z = Z) + ct 
supondo abc z 0, vem 
X - x - 2-1 
(zc——cW t= EA [Ec AL 
a b с 


Como para cada ponto da reta corresponde um só valor para t, obtemos as igualdades 


(6) 


| X - Xi 


| а boo" o 
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As equações (6) são denominadas equações simétricas da reta que passa pelo ponto 


A(X}, yj, Zj) e tem a direção do vetor у = (a, b, с). 


Ехетр!о 


- А reta que passa pelo ponto A(3, 0, -5) e tema ш do vetor у= (2, 2, -1), tem equa- 
ções simétricas 
x-3 y 7145 
25779 S sl 
Se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuir um valor qualquer a uma 
das variáveis. Por exemplo, para x = 5, tem-se 
ES _. ү = Y = Z+ 5 
2 | 
onde y=2 е z= -6 e, portanto, o ponto (5, 2, -6) pertence à reta. 


Equacóes Reduzidas da Reta 


Em vez de realizar um tratamento genérico, tomaremos um caso particular. 

Seja a reta г definida pelo ponto A(2, -4, -3) e pelo vetor diretor v = (1, 2, -3) e ex- 
pressa pelas equações simétricas 

х-2 + 4 z + 3 
г e ш Ж = | (7) 
1 2 -3 i 

A partir destas equações pode-se expressar duas variáveis em função da terceira. 

Isolando, primeiramente, as variáveis у е z е expressando-as em função de x, obtém-se 


х-2  уч 4 х-2 Z + 3 
Жин: LC 
Қу + 4) = 2x - 2) Kz + 3) = -3(x - 2) 
у + 4 = 2х-4 Z + 3 = -3x + 6 
у = 2х-8 ® = 3x 43 (8) 


Estas duas últimas equações são equações reduzidas da reta r, na variável x. 


Observações 

a) É fácil verificar que todo ponto P e r é do tipo P(x, 2x - 8, -3x + 3), onde x pode as- 
sumir um valor qualquer. Por exemplo, para x = 3 tem-se o ponto P, (3, -2, -6) e r. 

b) Equações reduzidas na variável x serão sempre da forma 
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c) Com procedimento idéntico; a partir das equações (7), pode-se obter as equações 


х=—у+4 
2 y 
z- y - 9 (equações reduzidas na variável y) 
ou 


x= 74 1 
3 


у= 3 z - 6 (equações reduzidas na variável 7) 


d) A reta r das equações (7) pode ser representada pelas equações paramétricas 


x=2+t 
y =-4+2t 
z = -3 - 3t 
Da primeira equagáo obtém-se t = x - 2 que, substituindo nas outras duas as trans- 


forma em 
у=-4+2(х-2)=2х-8 
2= -3 - Mx - 2) = -3х +3 
que são as equações reduzidas de (8). 
e) Para encontrar um vetor diretor da reta 
.Jy=2x-8 
"Uz=-3x4+3 
uma das formas é determinar dois pontos A e B de r e, posteriormente, encontrar o ve- 


tor AB = B - A. Por exemplo, 
para x = 0, obtém-se o ponto A(O, -8, 3) e 
para x = 1, obtém-se o ponto B(1, -6, 0). 
Logo, AB = (1, 2, -3) é um vetor diretor de r. 
Outra maneira seria isolar a variável x nas duas equaçóes, obtendo-se desse modo 
equaçóes simétricas de r: 
x | yt8 _ 7-3 


т 


1 2 3 
onde a leitura do vetor diretor (1, 2, -3) é imediata. 


Retas Paralelas aos Planos Coordenados 
Uma reta é paralela a um dos planos xOy, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem 
paralelos ao correspondente plano. Neste caso, uma das componentes do vetor é nula. 
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A Figura 5.4 mostra a reta г (r // хОу) que passa pelo ponto A(-1, 2, 4) e tem vetor 
diretor у = (2, 3, 0) (a 3* componente é nula porque у // хОу). 


Figura 5.4 


Um sistema de equacóes paramétricas de r é 


x=1+2t 
1y=2+3 
z=4 


Observação 
Como todos os pontos de r são do tipo (x, y, 4), isto é, são pontos de cota 4, todos eles 
distam 4 unidades do plano xOy e por isso r // xOy. Por outro lado, sendo P(x,,y,,4)e 


Р, (x5, y? , 4) pontos distintos de r, o vetor diretor PP, = (X2-X1, у-уу. 0) sempre 


terá a 3? componente nula. 
Comentário idéntico faríamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros dois 
planos. 
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A Figura 5.5 mostra a reta г que passa por А(1, 5, 3) e é paralela ao vetor y = (1, 0, 2) 
e, portanto, I 


x=1-t 
г:{у=5 
2=3 +21 


2 


> 


AAN шээж 


і 


Figura 5.5 


Retas Paralelas aos Eixos Coordenados 
Uma reta é paralela a um dos eixos Ox, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem paralelos 


a i= (1, 0, 0) ou a j = (0, 1,0)0u a К= (0, O, 1). Neste caso, duas das componentes do 
vetor sáo nulas. 

Exemplo 

Seja a reta r que passa por A(2, 3, 4) e tem a diregáo do vetor y = (0, 0, 3). Como a dire- 


cáo de v éa mesma dek , pois v=3k , a reta r é paralela ao eixo Oz (Figura 5.6). 
A reta r pode ser representada pelas equações 


x=2 
y=3 
z=4+3t 
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Figura 5.6 
Para o caso particular da reta ser paralela a um eixo coordenado, costuma-se fazer 
uma simplificação, expressando as equações só pelas constantes. Para o caso particular 
acima, diz-se que as equações de r são 
x=2 
D 
subentendendo-se z variável livre que assume todos os valores reais. Na verdade, todos os 
pontos de r sáo do tipo (2, 3, z) e as coordenadas constantes identificam perfeitamente a 
reta. 
As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam retas que passam por A(x], y¡,Z,) e são paralelas 
aos eixos Oy e Ox, respectivamente. Logo, suas equações, já na forma simplificada, são 


X= Xi y= у 
e А 
Z= Z| Z= Z| , respectivamente. 


Figura 5.7 Figura 5.8 


—Àq — r a r r aasma 
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Observacáo 
Os eixos Ox, Oy e Oz são retas particulares. Todas passam pela origem О(0, 0, 0) e têm a 


direção de i, j ou k, respectivamente. Logo suas equações são: 
y=0 b =0 р = 0 
z=0, z=0 e у-0 , nesta ordem. 


Ángulo de Duas Retas 


Sejam as retas r, e r, com as direções de vi e va, 
respectivamente (Figura 5.9). 

Chama-se ángulo de duas retas r, e r o me- 
nor ángulo de um vetor diretor de r, e de um vetor 


diretor der,. Logo, sendo 0 este ángulo, tem-se 


lv]. val NEL: 
cos0 = — 2%, com0<0<t 
| У] 11 val 2 
Figura 5.9 
Exemplo 
Calcular o ángulo entre as retas 
шан х+2 у-3 z 
n:3 y=t e гә: 5 шээж 
z=-1-2t E 
Solucáo 


Os vetores que definem as direções das retas г e r, são, respectivamente, 


у= (1,1, -2)е v2 =(2,1,1) 


Pela fórmula Ө): 
Ivi. уз! |а, 1, 2) (-2, 1, 1)| 
бо Ө A 2 — AT 2 l i — => 
Ivill val ENT 2 +12 +(-2)? LUN 
AAA MEM 1 


ue 247672 


Logo, 
Ө = arc cos сэ = E rad = 60° 
2 3 
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Retas Ortogonais 


Sejam as retas гу e r; com as direções de vi eva, respecti- 
vamente. 
Entáo, 


nl I5 < vi . у= 0 


Observacáo Figura 5.10 
Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou não. Na Figura 5.10, as retas r) e г, são 
ortogonais a г. Porém, туе г são concorrentes. Neste caso, diz-se que são perpendiculares. 


Exemplo 
Аз retas 
x=3-2t 
r: p =-2х +1 е D:iy-244t sáo ortogonais. 
z=4x z=t 


Na verdade, sendo vi =(1,-2,4)e v2 = (2, 1, 1) vetores diretores de r, e D e 


Ур. V2 = 162) - 2(1) + 4(1) = 0, 
as retas г e г, são ortogonais. 


Reta Ortogonal a Duas Retas 
Sejam as retas r е r, náo-paralelas, com as direções de vi e уз ‚ respectivamente. Toda 
reta r ao mesmo tempo ortogonal a r, e г, terá a direção de um vetor y tal que 
v. vi=0 
v. у 20 | (10) 


Em vez de tomarmos um vetor v + 0 como uma solugáo particular do sistema (10), 
poderíamos utilizar o produto vetorial (Capítulo 3), isto é, 


- 


V = УХ v2 


Definido um vetor diretor, a reta r estará determinada quando for conhecido um de 
seus pontos. 
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Exemplo 
Determinar equações paramétricas da reta r que passa pelo ponto AQ, 4, -1) e é ortogonal 
ás retas 


X=") 
п: (х, у, 2) = (0,0,1)+1(2,3,-4) e р: pa 
7-1-1 


Solucáo 
As direções de r, e r, são definidas pelos vetores vi = (2, 3, -4) e v2 = (0, 1, -1). Entáo 
a reta r tem a diregáo do vetor 
i j k 
ууХу2=!2 3 -4|=(1,2,2) 
0 1 -l 


Intersecáo de Duas Retas 


Exemplos 
Verificar se as retas rı ег, são concorrentes e, em caso afirmativo, determinar o ponto de 
intersegáo: 


1) x=3+h x=5+3t 
n:3y=1+2h e гу: \у=-3-2 
z=2-h z=4+t 
2) SJ y=2x-3 x=-t 
ПЛ] z=-x e 1: yy=4-t 
2=2 + 21 
3) ‚ [у=-3х+2 
5: 1 :а2х-5 е лы dl 
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Solução 

Se existe um ponto I(x, y, z) comum às duas retas, suas coordenadas verificam todas as 
equações de r, е 1, isto é, o ponto I é solução única do sistema formado pelas equações 
das duas retas. 

1) Igualando as expressões em x, y e z nas equações de r, e r;, tem-se 


3+ h =5+3 h - З= 2 
] + 2h = -3 - 2t ou 2h + 2t 2 -4 
2- h=4+t -h - t= 2 


sistema cuja solução é h = t = -1. Substituindo h = -1 nas equações de г, obtém-se 
. x=3+(1)=2 y =1+2(1)=-1 z=2-(1)=3 
Portanto, o ponto de intersecáo é I(2, -1, 3). 
O mesmo ponto seria obtido substituindo-se t — -1 nas equações de гу. 
2) Substituindo x, y e z das equações de r> nas equações de 1j , resulta o sistema 
4 - t=-2t-3 
2+2t= t 
Da primeira equação obtemos t = -7 e da segunda t = -2. Como o sistema não tem 
solução, não existe ponto de interseção, isto é, as retas Ij € r, não são concorrentes. 


3) Observando que vi = (1, -3, 2) e уз = (2, -6, 4) são vetores diretores de Ij er,, respec- 
tivamente, e que уз = 2vi, conclui-se que as retas são paralelas e náo-coincidentes 
(basta ver que o ponto A,(0, 2, -5) є me A,€ r). Fica a cargo do leitor buscar a so- 


lução do sistema constituído pelas equações de т € r para concluir da náo-existéncia 
do ponto de intersecáo. 


Observacóes 

a) Se duas retas, como no exemplo (1), se interceptam, elas sáo coplanares, isto é, estáo 
situadas no mesmo plano (Figura 5.11). Também sáo coplanares as retas paralelas do 
exemplo (3) (Figura 5.12). 


Figura 5.1] : Figura 5.12 
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b) Se duas retas náo sáo coplanares, elas sáo ditas rever- 
sas. É o caso do exemplo (2) (Figura 5.13), pois as 
retas além de náo concorrentes sáo náo-paralelas, e, 
portanto, náo-coplanares. 


Figura 5.13 
Problemas Propostos 
1) Determinar uma equacáo vetorial da reta г definida pelos pontos AQ, -3, 4) e B(1, -1, 2) e 
verificar se os pontos с , -4, 5) eD(-1, 3, 4) pertencem a r. 


2) Dada a reta r : (x, y, Z) = (-1, 2, 3) + tQ, -3, 0), escrever equações paramétricas de r. 

3) Escrever equações paramétricas da reta que passa por A(1, 2, 3) e é paralela à reta 
r : (x, y, Z) = (1, 4, 3) + t(0, O, 1). 

4) Dada a reta 


x=2+t 
r i =3-t 
z = -4 + 2t , determinar o ponto de r tal que 
a) a ordenada seja 6; 
b) a abscissa seja igual à ordenada; 
c) a cota seja o quádruplo da abscissa. 
5) A reta r passa pelo ponto A(4,-3,-2) e é paralela à reta 
x=1+3t 
5:4у= 2-4 
z=3-t. SeP(m,n, -5) є т, determinar m e n. 
6) Determinar equagóes paramétricas da reta que passa pelos pontos A e В nos seguintes 
casos: 
a) A(1, -1, 2) e BC, 1, 0) b) АС, 1, 4) e BG, -2, 2) 
c) АЙ, 2, 3) e B(1, 3, 2) 4) АС, 0, 0) e В(0, 1, 0) 
7) Com base na Figura 5.14, escrever equações paramétricas 
da reta por 
a) AeB 
b) CeD. 
c) AeD 
d) BeC 
e) DeE 
f) BeD 


7 


Figura 5.14 
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8) O ponto P(m, 1, n) pertence à reta que passa por A(3, -1, 4) e B(4, -3, -1). Determi- 
nar P. 

9) Seja o triángulo de vértices A(-1, 4, -2), B(3, -3, 6) e С(2, -1, 4). Escrever equações 
paramétricas da reta que passa pelo ponto médio do lado AB e pelo vértice oposto C. 

10) Os pontos M, (2, -1, 3), M; (1, -3, 0) e M, (2, 1, -5) são pontos médios dos lados de 
um triângulo ABC. Obter equações paramétricas da reta que contém o lado cujo 
ponto médio é M,. 

11) Os vértices de um triângulo são os pontos A(-1, 1, 3), BQ, 1, 4 e CG, -1, -1). Obter 
equagóes paramétricas dos lados AB, AC e BC, e da reta r que contém a mediana re- 
lativa ao vértice B. 

12) Verificar se os pontos Р, (5, -5, 6) e P, (4, -1, 12) pertencem á reta 


г: x-3_y+1_z-2 


4 2 -2 
13) Determinar o рошо da reta г: х-1 = ИЕ = 1 que possui 
a) abscissa 5; 
b) ordenada 2. 
2x*1  3y-2 


=Z + 4 e encontrar um 


14) Obter o ponto de abscissa 1 da reta r: 3 


vetor diretor de r que tenha ordenada 2. 
15) Obter equações reduzidas na variável x, da reta 

a) que passa por A(4, 0, -3) e tema direção de v= (2, 4, 5); 

b) pelos pontos A(1, -2,3) e B(3,-1,-1); 

c) pelos pontos A(-1, 2,3) e B(2,-1,3); 

d) dada por x=2-t 

E = 3t 
z=4t-5 
16) Escrever equações reduzidas na variável z da reta que passa por A(-1, 6, 3) e B(2, 2, 1). 
17) Na reta Jy=2x+3 
г: 2=х-1 , determinar o ponto de 

a) ordenada igual a 9; 

b) abscissa igual ao dobro da cota; 

C) ordenada igual ao triplo da cota. 
18) Representar graficamente as retas de equações 


a) Х-1-1 b) y =-X с) X=y=2Z d) у = 2х 
у= -1 + 21 1-:34Х 1-3 
(Z=2+t 

e) ју=4 9723 8) bz h) [x=-3 
®=2х z=-1 y =-4 2-3 


т... MEAS 
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19) Determinar equações paramétricas e representar graficamente a reta que passa por 
a) A(3, -2, 4) e é paralela ao eixo dos x; 
b) AQ, 2, 4) e é perpendicular ao plano xOz; 
c) А(-2, 3, 4) e é ortogonal ao mesmo tempo aos eixos dos x e dos y; 
d) A(4, -1, 3) e tema direção de 3 í -2j ; 
e) AG, -1,3) e BG, 3, 4). 
20) Escrever equagóes paramétricas das retas que passam pelo ponto A(4, -5, 3) e sáo, 
respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e Oz. 
21) Determinar o ángulo entre as seguintes retas: 


a) Х--2-1 x y+ б z-1 
| _ е оло = — 
n:3qy= 2 1 1 
z=3-2t 
2 2х +3 +1 
. fy=-2x+ 7 
pm Sr 7 е r: y = Í iX =4 
c) x2l«42t 
n: =t e г) : |, 
у= 2: 4у=2 
z=5-3t 
d) х=1 
no ELL е ту: у 1-2 
Ё Š 4 3 
22) Determinar o valor de n para que seja de 30° o ángulo entre as retas 
‚х-2_у_7 ‚ [у=пх+5 
a) n: a e I5 s 
у=пх-1 ; 
b n: 1222 e r, : eixo Oy 
23) Sabendo que as retas г e r, são ortogonais, determinar o valor de m para os casos: 
x = 2mt - 3 абу сд] 
а) r: < y=1+3t e Didz=y+4 
z--4t 


y = mx + 3 | 
b) r: segs e r, : reta por A(1, 0, m) e В(-2, 2m, 2m) 
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24) Encontrar equacóes paramétricas da reta que passa por A e é simultaneamente orto- 
gonal às retas r, er,, nos casos: 


= . х-3 | Ç y=x-3 
a) A(3, 2, -1) n: |, сан Rs 


ху 23 x = 3t 
b) A(0, 0, 0) iu E e p: d y=-t+1 
z=2 


c) A é a interseção de г e r, 


; сул! z ‚| х=1-у 
Ни Е е D: m 
25) Verificar se as retas sáo concorrentes e, em caso afirmativo, encontrar o ponto de 
interseção: 
Jy=2x-3 .Jy=-3x+7 
ауу ы EE 2 ae 
. x-3 _ y+1 _ 7-2 ” | x=-1+t 
b) n: =з = 3 = БУЛШ Db: y=4-t 
z=-8+3t 
.[y22x-3 у-4_ z+1 
9 ¿ea EL DE DEN 
x=2-t x=-3+6h 
d n:<y=3-5t | e 0:4 у=1+7һ 
z=6-6t 2= -1 + 13h 
е) п: (х, у, 2) = (2,4, 1) + 1, -2,3) e г: (х, у, 2) = (El, 2, 5) + 4, 3, -2) 
х=2 +1 6 
n:4y-24-t e ardor 
0 I us 0 Z=2-X 


26) Calcular o valor de m para que sejam concorrentes as seguintes retas: 


.[y22x-5 y 
a) ц: nox-5===z+l 
) Als +2 е a m 
x=m-t 
: 2 
b n:jy=1+t е т, x-boyt2 z 
3 1 -2 
z-2t 
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27) Dadas as retas 


ОЛ x=t 
n: = -y; z = 3 е р:4у=-1 +1 
2 z=2+t , 


encontrar equações reduzidas na variável x da reta que passa por A(0, 1, О) e pelo 
ponto de interseção de r, com го. 
28) Determinar na reta x=2+t 
r: | =t 
2=-1 + 2t 
um ponto eqüidistante dos pontos A(2,-1,-2) e B(1,0,-1). 
29) Determinar os pontos da reta 
r: x=2+t,  y=1+2t, z=3+2t que 
a) distam 6 unidades do ponto A(2, 1, 3); 
b) distam 2 unidades do ponto B(1, -1, 3). 
30) Escrever equações reduzidas da reta que passa por A(1, 3, 5) e intercepta o eixo dos z 
perpendicularmente. 
31) Escrever equações reduzidas na variável z, de cada uma das retas que satisfazem às 
condições dadas: 
a) passa por A(4, -2, 2) e é paralela à reta r: x = 2y = -2z; 
b) passa pela origem e é ortogonal a cada uma das retas 
o 2х-1_у+2 
3 -2 
32) Determinar o ángulo que a reta que passa por A(3, -1, 4) e В(1, 3, 2) forma com a 
sua projegáo sobre o plano xy. 
33) Apresentar equacóes paramétricas da projecáo da reta 
r:Jy=3x-7 
z=-2x+6  sobreo plano xy. 
34) Dados o ponto A(3, 4, -2) e a reta 


x=1+t 
ri4yz2-t 
z=4+2t, 


a) determinar equações paramétricas da reta que passa por A e é perpendicular a г; 
b) calcular a distáncia de A a r; 
C) determinar o ponto simétrico de А em relação ат. 


= 27-2 е six="y=-Z. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) (х,у, 2) = (2, -3, 4) + 1-1, 2, -2), Cer e Der. 


2 x=1+2t y=2-3 2= 3 
3) х= 1 у= 2 2-341 
4) a) CL 6, -10) 5G. 2.3) 


5) mz 13, п= -15 
6) а)х= 1+ 
Бх = 3 
с) х= 1 
9 х= 0 М 
7) а)х=2 + 21 у 
b) x = 21 y 
c)x=2 y= 
dxz0 y 
e)x=2 y 
f) x = 2t y 
8) P(2, 1, 9) 


9) x=2+t 


10) x=2+t 
11) AB:x=-1 + 3 
AC:x=-1 + 4t 
BC:x=2+t 
rx-2-t 
12) Apenas Р, 


у=-1-2{ 


2 
у=-1+ 4 
у= 1 
у= 1-21 
у= 1- 21 
у= 1+1 


13) (5, -5, 8) e C9, 2, -20) 
4 - 9 

14) (1, ,-Se v= (2, 2,3 

)( 3 )ev G ) 


15) ay=2x-8ez=2x-13 
x 5 
by2—-— e z=-2x+5 
) y 23 


3 7 
16 =-—72+— =2 
) x 23 2 е y=2z 


17) а) (3, 9, 2) b) (2,7, 1) 
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с) (-4, 9, -16) 


z=2-2t 
z=4-2t 
7-3-1 

2-0 (eixo Oy) 
7-4 

2-0 

z=4-4t 
z=4-4t 

7-0 

7-4-4 


com t € [0,1] 
comte [0,1] 
comte [0,1] 


c)y=-x+1 ez=3 


а y =-3x+6 e z=-4x + 3 


с) (6, 15, 5) 
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19) а) [у= -2 Ы) [х= 2 с) [х= -2 
7-4 7-4 y=3 


а [x=4+3t е) | х=3 
у= -1 - 21 у= -1 +41 
7-3 z=3+t 


20) |с х=4 |с 
7-3 7-3 =-5 
21) a) 60? b) 30° с) 30° d) 0 = arc cos 2) = 48°11 
22) a)70u1 b) £415 
7 3 
23 =-— b)lou -> 
)a)m Л ) 1 0u x 
24) a)x=3+t y=2-t Z=- 
b) x = 21 y = 6t z = -5t 
c)x=2+t y =-1 - 5t z=3t 
25) а) (2, 1, 3) b) (1, 2, -2) с) reversas d) (3, 8, 12) 
e) reversas f) coincidentes 
26) a)-3 b)4 
27) [y=x+1 
72 = Зх 
713 
28) (—,-—,-— 
) 4 4 2 
29) a) (4,5,7) e (0,-3,-1) b CIT) e QD 
30) у= 3x, zz5 
31) a bns b) {х= 52 
y = 47 
32) Ө = arccos e 
33) x=1+t у=-2+5 2-0 
34) а) x=3-2h b) 4/20 c) (-5, 4, 2) 


y=4 
z=-2+h 


O Plano 


Equacáo Geral do Plano 

ВА A(X,,y;,Z,) um ponto pertencente a um plano ле 
n= (a, b, с), nz, um vetor normal (ortogonal) ao 
plano (Figura 6.1). 


Como n 1m, n é ortogonal a todo vetor repre- 
sentado em л. Então, um ponto P(x, y, z) pertence ат 


se, е somente se, o vetor АР é ortogonal ап, isto é, Figura 6.1 
n.(P-A)=0 
ou 
(а, b, c) (х -ху,у-уџ, 2-21) 20 
ou 
а(х -Xj) + b(y -y¡) + c(z-z,) = 0 
ou, ainda 
ax + byecz-ax,-by,-cz, 20 
Fazendo 
-a X; - by, - cz, = d, obtemos 
ax+by+cz+d=0 0 


Esta é a equacáo geral do plano m. 


ЕОНИ 
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Observações 


a) Assim como n = (a, b, c) é um vetor normal a m, qualquer vetor kn, k z 0, é também 
vetor normal ao plano. 
b) É importante notar que os três coeficientes a, b e c da equação (1) representam as com- 
ponentes de um vetor normal ao plano. 
Por exemplo, se um plano т é dado por 
T:3x+2y-z+1=0, 


um de seus vetores normais é n =(3, 2, -1). 
с) Para obter pontos de um plano dado por uma equação geral, basta atribuir valores 
arbitrários a duas das variáveis e calcular o valor da outra na equacáo dada. 
Assim, por exemplo, se na equacáo anterior fizermos x = 4 e y = -2, teremos: 
3(4) + 242) - 2+1=0 
12-4-2+1=0 
2= 9 
е, portanto, o ponto A(4, -2, 9) pertence a este plano. 


Exemplos 


1) Obter uma equação geral do plano л que passa pelo ponto AQ, -1, 3) e tem n- (3, 2, 30 
como um vetor normal. 


Solucáo 
Como п é normal a x, sua equação é do tipo 
Зх + 2y - 42 + = 0 
e sendo A um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar a equagáo, isto é, 
302) + 2(-1) - 4(3) +d=0 
6-2 - 12 +4=0 
4-8 
Logo, uma equação geral do plano m é 
3x+2y-42+8=0 


Observação 

Este exemplo, como outro qualquer que envolva determinação de equação do plano, pode 
ser resolvido de modo análogo à dedução da equação, pois um vetor normal ao plano é 
suficiente para caracterizar sua direção. Em nosso estudo utilizaremos sempre a equação 
geral em vez de sua dedução. O leitor poderá optar entre uma ou outra maneira. 

2) Escrever uma equação geral do plano л que passa pelo ponto A(2, 1, 3) e é paralelo ao 

plano 
Tı: Зх - 4у -224+5=0. 
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Solução 
É imediato que 
“um vetor normal a um plano é também normal a qualquer plano paralelo a este”. 
Então, como m // тү, o vetor ni = (3, -4, -2) normal a т é também normal a л. 
Logo, uma equação de z é da forma 
Зх -4y -2z+d=0 
Tendo em vista que A e m, suas coordenadas devem verificar a equação: 
3(2)-441)-203) +d= 0 


e 
d = 4; portanto, uma equacáo de z é 
3x -4y -2z+4=0 

3) A reta 

x=5+3t 
r: 4y=-4+2t 
2= 1+1 


é ortogonal ao plano л que passa pelo ponto A(2, 1, -2). Determinar uma equação geral de 
л e representá-lo graficamente. 


Solucáo | 
Сото г 1. z, qualquer vetor diretor de r é um vetor normal ao plano. Sendo n = (3, 2, 1) 
um destes vetores, uma equação de т é da forma 
3x+2y+z+d=0 
Como A є 7, deve-se ter 
3(2) + 201) + (-2) + а= 0 
е d = -6; portanto, uma equação de z é 
Зх + 29 +2-6 = 0 
Para а representacáo gráfica do plano, obteremos 
trés de seus pontos. Se nesta equagáo fizermos 
y=0 е z=0, vemx=2 
x=0 e z=0, vemy=3 
x=0 e y=0, vemz=6 
Obtemos, assim, os pontos À , (2, 0, 0), A, (0, 3, 0) 
e A4(0, 0, 6) nos quais o plano intercepta os eixos х 


coordenados. A Figura 6.2 mostra o referido plano. 


Figura 6.2 


Observacáo 
Se um plano л intercepta os eixos coordenados nos pontos (p, 0, 0), (0, q, 0) e (0, 0, r) 
com p. q. r # 0, então т admite a equação 
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ПИЛИ ЕГО. 
A 5 5k е шаш 


denominada едиасйо segmentária do plano m. 
Para o caso do problema anterior, onde estes pontos são А | (2, 0, 0), А, (0, 3, 0) e 
А; (0, 0, 6), a equação segmentária do plano é 
х у z 


С es 2 
2 3 ` 6 2) 


que é equivalente à equagáo 3x + 2y + z - 6 = 0, ao eliminarmos os denominadores e orde- 
narmos os termos. 

Reciprocamente, se escrevermos esta última equação como 3x + 2y + z = 6 e divi- 
dirmos ambos os membros por 6, voltaremos a ter a equação segmentária (2). 


Equação Vetorial e Equações Paramétricas do Plano 

Seja A( X6, yo, Zo) um ponto pertencente a um plano z e ч = (a¡,b,,c,)e 

y = (a,,b,, сз) dois vetores paralelos a л (Figura 6.3), porém, uev náo-paralelos. 
Para todo ponto P do plano, os vetores 


AP, u e V sáo coplanares. Um ponto Р(х, y, z) 
pertence a TT se, e somente se, existem números 
reais het tais que 


P-A=hu+tv 


ou 


P=A+hu+tv 
ou, em coordenadas 


Figura 6.3 


(x, y, 2) = (хо, Уо, 20) + ау, bj, c4) + Каз, bz, Co), h, te R (3) 


Esta equação é denominada equação vetorial do plano x. Os vetores u e v são 
vetores diretores de T. 
Da equação (3) obtém-se 


(х, y, 2) = (xo*ajh + ал, урж byh+ bt 20+ с + ct 


que, pela condicáo de igualdade, vem 
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= Xo + a¡h + azt 
yo + bih + b,t 


Zo + ch + ct, hte R 


Estas equações são chamadas equações paramétricas de T e h e t são variáveis auxi- 

liares denominadas parámetros. 

Exemplos 

1) Seja o plano л que passa pelo ponto A(2, 2, -1) e é paralelo aos vetores u= (2, -3, 1) 
ev= (-1, 5, -3). Obter uma equação vetorial, um sistema de equações paramétricas е 
uma equação geral de m. 

Solução 

a) Equação vetorial: (x, y, z) = (2, 2, -1) + hQ, -3, 1) + t(-1, 5, -3) 

b) Equações paramétricas: 


x= 2+ 2h - t 

у= 2 - ЗЬ +5t 

®=-1+ h-3t 
Observacáo 


Se quisermos algum ponto deste plano, basta atribuir valores reais para h e t. 
Por exemplo, para h = 0 e t = 1, vem . 
x=1, y=7 e z=-4 

e, portanto, B(1, 7, -4) é um ponto do plano л. 
с) Едиасйо geral: 
Como о vetor 


> > > 
n=uxy 


1 J Kk 
uxv=|2 -3 1|=(4,5,7) 
4 5 3 
é simultaneamente ortogonal a u e v, ele é um Figura 6.4 


vetor n normal ao plano x (Figura 6.4). 
Então, uma equação geral de z é da forma 
4х + 5у + 72 + а= 0 
е, como А e т tem-se 
4(2) + 5(2) + 7(-1) + а= 0 


— —!— —— RR" 
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e d=-11; portanto, 
4x + Sy + 72- 11 20 
é uma equação geral de л. 


Observação 
Existe uma outra maneira de se obter uma equação 
geral de л: como Р(х, y, Z) Tepresenta um ponto 


qualquer do plano, os vetores AP, u е у são co 
planares (Figura 6.5) e, portanto, o produto misto 


deles é nulo, isto é, 
Figura 6.5 


(AP,u,v)=0 
Assim, obtém-se uma equação geral do plano desenvolvendo o 1º membro da igual- 
dade 


х-2 у-2 741 
2 4 1|=0 
-1 5 -3 


que é equivalente à equação 4x + 5y + 72 - 11 = 0 


2) Dado o plano л determinado pelos pontos A(1, -1, 2), B(2, 1, -3) e CC1, -2, 6), obter 
um sistema de equações paramétricas e uma equação geral de m. 


Solucáo 
a) Equações paramétricas: 
Sabe-se que existe apenas um plano que contém três pontos não em linha reta. Os 
vetores não-paralelos 
u=AB=(1,2,5) e v=AC=(2,-1,4) 
são vetores diretores de z (Figura 6.6) e, portanto, as equações (utilizando o ponto A) 
х= 1+ h-2t 
y=-1+2h- t 
z22-5h«4t 
são equações paramétricas do plano. 
b) Equacáo geral: 


Como no problema anterior, sendo u e v vetores diretores de m, o vetor 


II 
= 
x 
«1 
I 
= 
һә 


п 


= (3, 6, 3) 
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é um vetor normal a z (Figura 6.6). 
Entáo, uma equacáo geral é da forma 
Зх + бу + 32+ d = 0. 
Como А e m (poderíamos tomar В ou C): 
3(1) + 6(-1) + 3(2) + а= 0 
e d = -3; portanto, uma equação geral дел é 
Зх + бу + 32-3 = 0. 
ou, multiplicando ambos os membros da equação Figura 6.6 
1 
por 2: 
x+2y+z-1=0,. 
3) Dado o plano л de equação 2x - y - z + 4 = 0, determinar um sistema de equações 
paramétricas de m. 


B+ 


Solução - 


Basta tomarmos três pontos A, B e C não alinhados de л e proceder como no problema 
anterior. 


Fazendo 

x=y=0 vemz=4 .. А(0, 0, 4) єл 

х=] e y=0 vemz=6 .. В(1, 0, 6) єл 

x=0 е у= 1 vemzz3 .. С(0, 1, 3) єл 
Сото АВ = (1,0, 2)е АС = (0, 1, -1) são vetores diretores de л, as equações 
x=0+ 1.h +0.t x=h 

{уто +0.h+1.t ou pa 

z=4+ 2.h - 1.t z=4+2h-t 


sáo equacóes paramétricas de т. 


Observações 

a) Como é possível encontrar infinitos ternos A, B e С de pontos não alinhados em л, 
existem infinitos sistemas de equações paramétricas que representam o mesmo plano. 

b) É importante observar que os vetores diretores sejam não-paralelos. Se ocorrer AB//AC, 
basta trocar um dos pontos de modo a garantir que AB e AC sejam não-paralelos. 

c) Uma outra maneira de obter equações paramétricas a partir da equação geral, é subs- 


tituindo duas das variáveis pelos parâmetros h e t e, posteriormente, isolar a terceira 
variável em função destes. Por exemplo, se na equação geral 2x - y - z + 4 = 0, fizer- 


mos y = h e z = t, teremos 2x - h - t + 4 = 0. Isolando x resulta, x = -2 + lga l, 
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Entáo, 

1 1 

x=-2+ —h+ —t 
2 

y=h 

2-1 

são equações paramétricas do plano. 
De modo análogo obteríamos outros sistemas: 


x=h x=h 
y=t e y=4+2h-t 
z=4+2h-t z-t 


4) Determinar uma equação geral do plano л que contenha as retas 


х= 21 


у= х +1 
z = -6t + 


Solução 

цаасыг que as direçóes das retas sáo dadas pelos vetores м = = e 1, 3) e уз = = (2, 2, -6). 
Como v> = 2v; , as retas r, e r, sáo paralelas e os vetores vi е va não são vetores diretores 
do plano procurado. Tendo em vista que os pontos Ац(0, 1, -2) e ņ e А, (0, 3, 1) є r, tam- 
bém pertencem a m, o vetor AJA, = (0, 2, 3) está representado neste plano. Então, vi e АЈА, 


(ou vz e A,A, ) são vetores diretores de л e um de seus vetores normais (Figura 6.7) será 


ij K , 
п = ух AA, = |1 1 -3 = @,-3, 2) i 


e Era 
Portanto, uma equação geral de л é da forma 
9x-3y+2z+d=0 212 


e, como A, € 1, tem-se 
90) - 31) + 2(-2)+d=0 | Figura 6.7 
ed=7 
Logo, 
tT:9x-3y+22+47=0. 


Equação Vetorial de um Paralelogramo ` 


Dados os pontos A, В е С não em linha reta, os vetores AB e AC determinam o parale- 
logramo (Figura 6.8) cuja equação vetorial é 
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P=A+H(AB)+t(AC) 
ou 


P=A+hB-A)+t(C-A)  comh,te [0,1] 


onde P representa um ponto qualquer deste paralelo- 
gramo. 
Observemos que 
para h=t=0, obtém-se o ponto A (P = A); 
parah=1 e t=0, obtém-se o ponto B (P = B); 
parah=0 e t=1, obtém-se o ponto С (Р = С); 
para h = t =1, obtém-se o ponto D (P =D); 


Figura 6.8 


para t = i eh e (0, 1], obtém-se o segmento MN onde M e N são os pontos médios 


de AC e BD, respectivamente, e assim por diante; 
para h et entre О e 1, obtém-se todos os pontos do paralelogramo. 


Casos Particulares da Equacáo Geral do Plano 
No caso de um ou mais coeficientes da equação geral do plano ax + by + cz + d = 0 serem 
nulos, o plano ocupará uma posicáo particular em relagáo aos eixos ou planos coordena- 
dos. 

Faremos uma análise dos diversos casos a partir de uma equacáo completa 
ах + by+cz+d=0, 
Рог exemplo 


Зх + 4у + 22 - 12 = 0 (4) 
onde a = 3, b = 4, c = 2 e d = -12. О plano que esta 
equação representa intercepta os três eixos coorde- 
nados em (4, 0, 0), (0, 3, 0) e (0, 0, 6) (Figura 6.9). 6 


1º) Se tivéssemos d = 0, a equação (4) seria 
Зх +4y+2z7=0 
e representa um plano paralelo ao da Figura 6.9, 
porém, passando pela origem О(0, 0, 0), pois as 
coordenadas deste ponto verificam a equação: ` 3 
3(0) + 4(0) + 2(0) = 0 ? 


Figura 6.9 
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2°) Se tivéssemos a = 0, a equação (4) seria 
4у + 22- 12=0 (ou: Ох + 4y + 2z - 12 = 0), 


(5) 
e representa um plano paralelo ао еіхо dos х, in- i 
terceptando os outros dois eixos ainda em (0, 3, 0) 6 
е (0, 0, 6) (Figura 6.10). 
Observemos ainda que nenhum ponto do tipo 
(x, 0, 0) satisfaz a equação (5) pois | 
O(x) + 4(0) + 2(0) - 12 = 0 é falso. 3 7 
Ora, se nenhum рошо do еїхо dos х verifica a 
equação (5), significa que o plano não tem ponto em 
comum com este eixo e, portanto, só pode ser para- — , 


lelo a ele. 


Desta análise ainda se conclui que o plano é pa- ` Figura 6.10 
ralelo ao eixo da variável ausente na equação. 


z 

Se em (5) tivéssemos ainda d = 0, a equagáo 
resultante 

4у + 22 = 0 
representa um plano pela origem, e, portanto, 1 
contém o eixo Ox (Figura 6.11). у 

Comentários idénticos faríamos рага os casos | 
b = 0 ou c = 0, quando a equação (4) seria 

X 
3x+2z-12=0 (Figura 6.12) 


ou 
3x+4y-12=0 (Figura 6.12). Figura 6.11 


2 
7 
6 
3 
y y 
4 4 
X 
x 


Figura 6.12 Figura 6.13 
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3°) Se tivéssemos a = b = 0, a equação (4) seria 
22-12=0 (ou: Ox + Oy + 2z - 12 = 0) (6) 
ou, simplesmente, 2 
2-6 


Observemos que todos os pontos do tipo (x, y, 6) 6 
verificam a equacáo (6). Ora, se todos os pontos 
deste plano tém cota 6, significa que todos estáo 


6 unidades afastados do plano xOy. Portanto, 
trata-se de um plano paralelo a xOy e que inter- 
cepta o eixo Oz perpendicularmente em (0, 0, 6). 
Assim, concluímos que toda equação de forma y 
z =k 
representa um plano paralelo ao plano xOy e in- Y mo Z 
tercepta o eixo Oz em (0, O, k). 
Na Figura 6.14 estáo representados os planos 


de equação z = 6 e z = 0 (plano хОу). 
Figura 6.14 


Raciocínio análogo, leva-nos a concluir que 

y = k representa um plano paralelo a xOz e 

х = k representa um plano paralelo a yOz. 
Na Figura 6.15 estáo representados os planos de equagáo y = 3 e y = 0 (plano xOz) e 
na Figura 6.16 os planos de equação x = 4 e x = 0 (plano yOz). 


2 


Figura 6.15 Figura 6.16 
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Ángulo de Dois Planos 


Sejam os planos m, e zo com vetores normais ni e nz, respectivamente (Figura 6.17). 


> 


Figura 6.17 


Chama-se ángulo de dois planos T e То o menor ángulo que um vetor normal а л, 
forma com um vetor normal a л. Sendo Ө este ângulo, tem-se . 


[ni . no] 


cos O =———— co 
111111 2 | 


Como cos Ө 2 0 quando 0x 0 < , о numerador de (7) deve ser positivo, razáo pela 


qual tomou-se o produto escalar em módulo, pois que este poderá ser negativo quando o 
ángulo entre os vetores for o suplementar de Ө. 


Exemplo 


Determinar o ángulo entre os planos 


Ti: 2x+y-z+3=0 e To: Xx +y-4=0. 
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Solucáo 
Sendo ni = (2, 1,-1)е п 2 = (1, 1, 0) vetores normais a Te л», de acordo com (7) tem-se 
IQ1-0.(G10! — |2«1«40| 3 3 48 


Pura ea — Jem dz з 2 


cos Ө = 


Logo, 


Ө =arc cos $B- x 
2 6 


Planos Perpendiculares 5 2 
Eu со 2 
Consideremos dois planos л; e 75, e sejam n; e n2 vetores 
normais a T e Tr, respectivamente. Pela Figura 6.18 conclui- 
se imediatamente: 
time nl n; & n .n220 
Figura 6.18 


Exemplo | 
Verificar se TT, e T são planos perpendiculares: 
а) Т:3х-у-4-2-0 е T2: 2х + бу + 32 = 0 


x=2-h+2 
b) m:x+y-4=0 e До: 4Y=h+t 
z-t 


Solucao 
a) Sendo ni = (3, 1, -4) е n2 = (2, 6, 3) vetores normais a T e T, respectivamente, e 
como 
ni. n2 =3(2) + 1(6) - 4(3)=0 
conclui-se que ту e 7 são perpendiculares. 
b) O vetor ni = (1, 1, 0) é um vetor normal a лү. Teremos que encontrar um vetor n2 


normal a 75. Como u- (-1, 1, О)е у= (2, 1, 1) são vetores diretores de 75, podemos 
considerar 


= (l, 1, -3) 


B 
[Ж] 
Ш 
= 
х 
< 
II 
I 
үний 
= O mi 
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Tendo em vista que 
ni. n2 = (1, 1, 0). (1, 1, -3) =1(1) + 10) + 003) 2220 
os planos 7, e m não são perpendiculares. 


Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano 


Sejam uma reta r com a direção do vetor v e um plano m, sendo n um vetor normal a л. 
Pelas figuras conclui-se imediatamente: 


1) г//л сэ. vin © v.n=0 (Figura 6.19 (a) 
Drive vin р v=an (Figura 6.19 (b) 


(a) (b) 
Figura 6.19 


Exemplo 
х=1+2 
Aretar: + y=-3t 
z-t é paralela ao plano л : 5х + 2y - 42- 1 = 0 
pois o vetor diretor у= (2, -3, 1) der é ortogonal ao vetor normal n = (5, 2, -4) de m, isto 


ё, 
v.n= (2, -3, 1). (5, 2, -4) = 2(5) - 32) + 1(-4)=0 
Esta mesma reta, por sua vez, é perpendicular ao plano л: 4x - бу + 2z - 5 = 0, pois 


o vetor diretor у = (2, -3, 1) дег é paralelo ao vetor normal ni = (á, -6, 2) de ту, isto é, 
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ou de modo equivalente, 
2 _-3 1 


4 6 2 


Reta Contida em Plano 


Uma reta r está contida em um plano z (Figura 6.20) se п 
D dois pontos A e B de r forem também de x 
ou 
ID v. n= 0, onde v é um vetor diretor der e п um 
vetor normal а л 
e 
А € T, sendo A є r. Figura 6.20 
Exemplo 
Determinar os valores de m e n para que a reta 
x=3+t 
т: 4 y=-1-t 
z=-2-t esteja contida no plano л: 2x + my + nz - 5 = 0. 
Solução 


Utilizando o primeiro critério exposto acima, sejam A(3, -1, -2) e B(4, -2, -3) оз pontos de 
т. Como r c m, as coordenadas de A e B devem satisfazer a equação de т, isto é, 
га -m-2n+1=0 
2(4) + m(-2) + n(-3)-5=0 ou -2m-3n+3=0 
donde m = Зер = -1. 


Intersecáo de Dois Planos 
Sejam os planos náo-paralelos 
д: 5х-у+2- 5 = 0) е То х+у+ 22-7 = 0 
А interseção de dois planos não-paralelos é uma reta г cujas equações se deseja de- 
terminar. Para tanto, dentre os vários procedimentos, apresentaremos dois. 
1) Como r está contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto (х,у,2) € r 
devem satisfazer simultaneamente as equações dos dois planos. Logo, os pontos de r 
constituem a solução do sistema: 


jJ 5х-у+2-5=0 
а (8) 


140 Vetores e Geometria Analítica 


O sistema tem infinitas soluções (são os infinitos pontos de г) e, em termos de x, sua 
solugáo é 
‚ [у=3х-1 
" {5 = -2х +4 
que são equações reduzidas de г. 

2) Outra maneira de obter equações de r é determinar um de seus pontos e um vetor diretor. 
Seja determinar o ponto А є г que tem abscissa zero. Então, fazendo x = O nas equa- 
ções do sistema (8), resulta o sistema 

-y-z-5z0 
1 у+ 22 -7=0 
cuja solução é y = -1ez = 4. Logo, A(0,-1,4). 
Como um vetor diretor у de г é simultaneamente 
ortogonal a п1= (5, -1, 1) e na = (1, 1, 2), normais 
aos planos T, e л›, respectivamente, (Figura 6.21), 
o vetor У pode ser dado por 


у = (3,-9, 6) Figura 6.21 


| 
5 
x 
= 
N 
| 
о — m! 


i 
5-4 
1 

2 1 
ou também E (23, -9, 6) = (1, 3, -2) 


Escrevendo equações paramétricas de r, temos 


x=t 
r:3y=-1+3t 
z=4-2t 


Intersecáo de Reta com Plano 


Exemplos 
1) Determinar o ponto de interseção da reta r com o plano л, onde 
x=-1+2t 
r:) y=5+3t е. яп: 2х-у+32-4=0 
2= 3-1 
Solução 


Qualquer ponto de г é da forma (x, y, 2) = (-1 + 2t, 5 + 31, 3 - 0). Se um deles é comum ао 
plano т, suas coordenadas verificam a equação de л: 


2(-1 + 21) - (5 + 30) + 3(3 - 0) -4=0 


MA E A E NA ЧОРЫН. 
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e daí resulta t = -1. 
Substituindo este valor nas equações de r obtém-se 
Х--1-2(1)--43 у-5-3(1)-2 z=3-(-1)=4 
Logo, a interseção de r e Té o ponto (-3, 2, 4). 
2) Determinar a interseção da reta 
х - 2y -22+2=0 
2Х-у-7-0 como plano t: х + Зу + 22-5 = 0 


Solucáo 
Se existir um ponto I(x, y, z) e r que também pertence a m, suas coordenadas devem veri- 
ficar as equagóes dos trés planos dados. Logo, I será a solugáo do sistema 
x-2y-2z42z0 
2х+у-2= 0 
x+3y+z-2=0 
Resolvendo o sistema obtém-se: x = 2, y = -1 e z = 3. Logo, I(2, -1, 3) é a interseção 
дегет, ou seja, é a interseção dos três planos. 


Problemas Propostos 
Os problemas de 1 a 48 estão de acordo com a ordem do texto e os demais se constituem 
em ótimo reforço. 
1) Seja o plano 
л: Зх+у-2-4= 0 
Calcular: 

a) O ponto de л que tem abscissa 1 e ordenada 3; 

b) O ponto de л que tem abscissa 0 e cota 2; 

с) O valor de k para que o ponto P(k, 2, k - 1) pertença ал; 

d) O ponto de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota; 

e) O valor de k para que o plano л: kx - 4y + 4z - 7 = 0 seja paralelo а л. 


Nos problemas de 2 a 4, determinar uma equação geral do plano 
2) paralelo ao plano л: 2x - 3y — z + 5 = 0 e que contenha o ponto A(4,-2,1); 
3) perpendicular á reta 


х=2 + 21 
г: 5 у= 1-3 
z=4t e que contenha o ponto A(-1, 2, 3); 


4) que passa pelo ponto médio do segmento de extremos A(5,-1,4) e B(-1,-7,1) e seja per- 
pendicular a ele. 

5) Dada a equação geral do plano л: Зх - 2y — z — 6 = 0, determinar um sistema de equa- 
ções paramétricas de m. 
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6) Sendo 
x=1+h-2t 
y=1-t 
z=4+2h-2t equações paramétricas de um plano m, obter uma equação 


geral. 


Nos problemas de 7 a 11, escrever uma equação geral e um sistema de equações pa- 
ramétricas do plano determinado pelos pontos: 
7) A(1,0,2), BCL2,-1) e C(1, 1, -1). 
8) A(0,0,0, В(1, 1, 5) е CCL 1, 1). 
9) АС, 0, -1), В(-2, 6, 3) e C(0, 3, 4). 
10) AQ, 1, 0), BC4,-2,-1) e C(0,0, 1). 
11) AG, 1, 3), В(-3, -1, 3) e C(4, 2, 3). 
12) Determinar o valor de @ para que os pontos A(a, 1, 9), B(2, 3, 4), С(-4, -1, 6) е 
D(0, 2, 4) sejam coplanares. 
Nos problemas de 13 a 18, determinar uma equação geral do plano nos seguintes casos: 
13) O plano passa por AQ, 0, -2) e é paralelo aos vetores u=i -] +Кеу=21 +3]. 
14) O plano passa pelos pontos A(-3, 1, -2) e B(-1, 2, 1) e é paralelo à reta 
iplc y=4 
Хон у=4. 
15) O plano contém os pontos A(1, -2, 2) e В(-3, 1, -2) e é perpendicular ao plano 
тп:2х+у-2+8 = 0. 
16) O plano contém os pontos A(2, 1, 2) e B(1, -1, 4) e é perpendicular ao plano хОу. 
17) O plano contém a reta 


[x=2+t 
r b -1-1 
z = 3 + 2t е é perpendicular ao plano л: 2x + 2y - 32 = 0 
18) O plano contém o ponto A(4, 1, 1) e é perpendicular aos planos л: 2x + y - 32 = 0 е 
Ta: X + y -22-3=0. 


Nos problemas de 19 a 22, os pares de retas 1, e ту são paralelas ou concorrentes. 


Encontrar uma equacáo geral do plano que as contém. 


19) 


20) 
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х=-2 +41 у=-х-1 
21)т:җу=- е s 


X=-t 
Х=7 
. : al 
юды = š : да 


Nos problemas 23 e 24, determinar uma едиасйо geral do plano que contenha o 
ponto e a reta dados: 


X=t 
23) A(4, 3, 2) e ris y=2-t 
2=3 + 21 


24) A(1, -1, 2) е о eixo dos z 


Nos problemas de 25 a 30, obter uma equação geral do plano 
25) paralelo ao eixo dos z e que contenha os pontos A(O, 3, 4) e B(2, 0, -2); 
26) paralelo ao eixo dos x e que contenha os pontos A(-2, 0, 2) e B(0, -2, 1); 
27) paralelo ao eixo dos y e que contenha os pontos A(2, 3, 0) e B(0, 4, 1); 
28) paralelo ao plano хОу e que contenha o ponto A(S, -2, 3); 
29) perpendicular ao eixo dos y e que contenha o ponto A(3, 4, -1); 
30) que contenha o ponto A(1, -2, 1) e o eixo dos x. 
31) Representar graficamente os planos de equacóes: 


a) Зх + 4y + 2z- 1220 е) Зу + 4z + 1220 
b) бх + 4y -3z- 1220 0 22-5 = 0 
с) x+y-3=0 gy+4=0 
d) 2x+3y-6=0 һ) 2x-y=0 


32) Determinar o ángulo entre os seguintes planos 
а) t: x-2y+z-6=0 e To: 2х -у- 2+3=0 


b) д: х-у+4=0 е To: 2х -у-2= 0) 
с) л:х+ 2у-6=0 е л: у= 0 
x=1+h-t x=2+t 
d) E e шин, 
7-1 z=h+t 
33) Determinar o valor de т para que seja de 30° o ángulo entre os planos 
Ту: х + ту + 22-7 = 0 е T5: 4x + 5у + 32+ 2 = 0 
34) Determinar m de modo que os planos m; e m sejam perpendiculares: 
a) лу mx y-3z-1z0 e Tz: 2x - Зту + 42 + 1 = 0 
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x=2-h+2t 
Ы) лу: 5 y =2h+3 е то: 2mx + dy -z- 120 
z=t-2h+1 


35) Dados a reta r e o plano m, determinar o valor de m para que se tenha D г//т e ID гіт, 
nos casos: 
а) г:х=-3 +1, y=-1+2t, z-4t e л: тх -у- 22-3 = 0 
b) т: (х, у, z) = (1, 2, 0) + t2, m, -1) e л: Зх + 2у + 2 = 0 


36) Verificar se а reta г está contida no plano л: 


a) ы е e n:2x+y-3z-4=0 


z=2x-1 
y +2 š x=h+t 
b) r: x-2= 2 =2+3 n:4y=1+2h-3 
z=-3+h-t 


Nos problemas de 37 a 39, calcular os valores de m e n para que a reta r esteja 
contida no plano л: | 


x=-2+t 
37) r:3 y=3-2t e п: тх + 2у - 32 + 0 = 0 
z = 21 


:38) шэг е T:Sx-ny+z+2=0 


x=1+3t 
39) r:3y=-2+mt e T:3x-3y+z-7=0 
z=n-4t 


Nos problemas de 40 a 42, estabelecer equações reduzidas na variável x da reta 
interseção dos planos: 


40) m;:3x-y+22-1=0 e m:x+2y-32-4=0 
41) m:3x-2y-z-1=0 e m:x+2y-z-7=0 
42) тух+у->+2=0 е To: Xx+y+2z-1=0 


Nos problemas 43 e 44, encontrar equações paramétricas da reta interseção dos planos: 


43) п: 3x + y-3z-5=0. e T;X-y-z-3-0 
44) т: 2х+у-4=0 е To: Z = 5 


45) 
46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


51) 


52) 


53) 
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Nos problemas de 45 a 47, determinar o ponto de interseção da reta r com o plano л: 
r:x=3t, у-1-2, z--t e n:2x + 3y-2z- 720 


y-x-10 

ү кү| е T:2x-y+3z-9=0 
x=4+k x=2+h+2t 
y =3+2k e T:1y=-3-h-t 

2--2-3К z=1+3h-3t 


Sejam a reta r e o plano z dados por 


est: e п: 2X + 4y - z - 4 = 0. Determinar: 
®=-х+2 

a) o ponto de interseção de г com o plano xOz; 

b) o ponto de interseção de r com m; 

C) equações da reta interseção de л com o plano хОу. 

Dado o ponto P(5, 2, 3) e o plano л: 2x + y + z - 3 = 0, determinar 

a) equagóes paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular a ал; 


b) a projeção ortogonal de P sobre o plano л; 


c) o ponto Р! simétrico de P em relação a л; 

d) a distáncia de P ao plano m. 

Determinar equações reduzidas na variável x, da reta que passa pelo ponto A(3, -2, 4) 

e é perpendicular ao plano л: x - Зу + 2z - 5 = 0. 

Obter equações paramétricas das retas nos casos: 

a) À reta passa por A(-1, 0, 2) e é paralela a cada um dos planos 
Ti:lx+y+z+1=0em:x-3y-z-5=0. 

b) A reta passa pela origem, é ortogonal à reta г: 2x = y = 3ze paralela ao plano 
Т:Х-у-7-42-0, 

Escrever uma equacáo geral do plano que passa por A(-1, 2, -1) e é paralelo a cada 

uma das retas г: y 2x,z21-3x e rz: 2x = y = 32. 

Achar equações paramétricas da reta г que passa por A, é paralela ao plano л e con- 

corrente com a reta s, nos casos: 

a) AQ, 1, -4), T:x-y+3z-5=0, six=1+3t y=3-t  z=-2-2t; 

b) А(3, -2, -4), 7:3х-2у-3245-0, s:x=2+t y=-4-2t, z=1+3t 

Determinar ainda o ponto de interseção entre г e s. 

Dada aretar:x=3+t, y=1-2t, z=-1 + 21, determinar equações reduzidas das 

retas projeções de r sobre os planos хОу e xOz. 

Encontrar equacóes paramétricas da reta que passa por AG, 6, 4), intercepta o eixo 

Oz e é paralela ao plano л: x - Зу + 5z - 6 = 0. 


— U U U U e e rtis 
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56) 
57) 


58) 
59) 
60) 
61) 
62) 
63) 


64) 


65) 


66) 


67) 
68) 


69) 


70) 
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Nos problemas de 56 a 62 apresentar uma equação geral dos planos: 
O plano que passa por A(-1, 2, 4) e é perpendicular aos planos 1: х+2=2 e TW: y-Z= 0. 
O plano que intercepta os eixos coordenados nos pontos de abscissa, ordenada ı e cota 
iguais a -3, 6 e -5, respectivamente. 
O plano que passa por A(1, -3, 4) e intercepta os três semi-eixos de mesmo sinal а. 
igual distância à origem do sistema. 
O plano paralelo ao eixo dos z e que intercepta o eixo dos x em -3 e о dos y em 4. 
O plano paralelo ao plano xOz e que intercepta o eixo dos y em -7. 
O plano que passa pela origem e é paralelo às retas 
г:у=-х,2=2 е rz: (х, у, 2) = (2, -1, 4) + 11,3, -3). 
O plano que passa por A(-1, 2, 5) e é perpendicular à interseção dos planos 
m:2x-y+32-4=0 e mix+2y-4z+1=0. 
Estabelecer equações gerais dos planos bissetores dos ângulos formados pelos planos 
xOz e yOz. 
Calcular os valores de m e n para que a reta r esteja contida no plano л: 
a)rx-22-2t y=-l-t, 2=3 e n:2mx-ny-z+4=0 
b) г: (x, y, z) = t(2, m, n) + (п, 2,0) e n:x-3y+z=1 
Calcular k de modo que a reta determinada por A(1, -1, 0) e B(k, 1, 2) seja paralela 
ao plano n:x=1+3h, y=1+2h+t, z=3+3t. 


Nos problemas 66 e 67, obter uma equação geral do plano que contenha o ponto e 
a reta dados: 
f x+2y+z-1=0 

AG, -2,-1) е е 
A(1, 2, 1) e a reta intersegáo do plano х - 2y + 2 - 3 = 0 сото plano yOz. 
Mostrar que as retas 

3x-y-z=0 š Eu х-3у+2+3 = 0 

8x - 2у - 32+ 1 = 0 `1 Зх-у-2+5 = 0 
sáo paralelas e encontrar uma equagáo geral do plano determinado por estas retas. 
Determinar o ponto Р de interseção dos planos 2x -у+2-8=0, x + 2y - 22 + 6 20 
e 3x - z - 3 = 0 е uma equação geral do plano determinado por P e pela reta г: x = y, 
> = 2у. 
Dadas as retas rı: y 2-2x, z=x e 1r:x=2-t, у=-1+1, z=4-2t, determinar 
a) o ponto Р! simétrico de P(1, 0, 5) em relação à reta гу; 


b) o ponto O' simétrico de O(0, 0, 0) em relação à reta го. 


Achar o ponto N, projecáo ortogonal do ponto P(3, -1, -4) no plano determinado pelos 
pontos A(2, -2, 3), B(4, -3, -2) e C(0, -4, 5). Qual o ponto simétrico de P em relação 
a este plano? 
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72) O plano m: 3x + 2y + 4z - 12 = 0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B e C. 
Calcular: 
a) a área do triângulo ABC; 
b) a altura deste triângulo relativa à base que está no plano xOz; 
с) o volume do tetraedro limitado pelo plano x e pelos planos coordenados. 


Respostas de Problemas Propostos 
1) a) (1, 3, 2) b) (0, 6, 2) c)k= E d) (2, -4, -2) e)k--12 


2) 2х - Зу -2- 13 = 0 3) 2х - Зу + 42-4 = 0 
4) 4х + Ay + 22+3=0 5) Existem infinitos. Um deles é: x = t, у=, z=-6+3h- 21 
6) 2х - 2у-2+4=0 


x=1-2h 
7) Зх + бу + 22-7 = 0 е у= 21 +1 
z = 2 - 3h - 3t 


8)2x+3y-z=0 e 


x=2-4h-2t 
9) Зх +2y-6=0 е y = 6h + 3t 


z=-1+4h+5t 
x = 2 - 6h - 2t 
10)х-2у=0 е y=1-3h-t 
с 
x=2-5h+2t 
11)z-3=0 e n. 2h+t 
12) а =3 22) 2x + y -22 4 320 
13) 3x - 2y -5z- 1620 23) х - 9y - 52 + 33 = 0 
14) Зх - 12у + 22 + 25 = 0 24) х+у= 0 
15) х - 12у - 102-5 = 0 25) Зх + 2у-6 = 0 
16) 2х - y -320 26) y -22+4=0 
17) х - 7у - 42 + 17 = 0 27) х+ 22-2 = 0 
18) х+у+2-6=0 28) 2= 3 
19) х+у+ 32-3 = 0) 29) y =4 
20) 5x - 2y + 4z-2120 30) y + 22= 0 


21) бх + бу-2+9 = 0 
—— A. — — M 
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T T 2 3 
32) a) — b) — C) arc cos — d) arc cos — 
3 6 45 14 
33)10u7 
34) a) -12 b) 2 


, 


35) а) 10е - b) -6 e nào existe valor para m 


36) a) sim b) sim 
37)m-210 e n=14 
38 m-2-4 e n=2 


af = e n--2 
3 
40) | 11 


z=-7x+6 
3 
41) =—х+ > 
| 2 
z=2x-4 
42) Jy=-x-1 
zzl 
43) px=t 
ЇЕ 
o 13 1-2 
44) (x=t 
Е 
z=5 
45) (6, -3, -2) 
46) (2, -8, -1) 
47) (1, -3, 7) ; 
3 1 18 3 4 у=-—х+1 
шы с DGP IP I : а 


49) а)х= 5 + 21, у= 2+1, 2=3 +1 b) (1, 0, 1) c) (-3, -2, -1) d) 246 
50) y=-3x+7, z=2x-2 

51) a)xzOt-1, y=3t, z=-1t+2 b)x=4t, y=-St, 2= 9 

52) 20x - 11у + 32 + 45 = 0 


53) a)x=2+ 7, y=l+t z=4-% е [55:53] 


b)xz3-2t y=-2+3t, z=-4-4t e (-5, 10, -20) 


54) y=-2x+7, 2-0 e z=2x-7, y=0 


55) x=3+t, 
56) x-y-z-1=0 
57) 10x - 5y + 6z + 3020 
58) x+y+z-2=0 
59) 4х - Зу +12 = 0 
60) у= -7 
61) Зх + Зу + 42 = 0 
62) 2х - Пу- 52+ 49 = 0 
63) х+у= 0 е 

1 1 


64 =-—, = -— 
) ауш : n j 


y = 6 + 21, 


65) 3 

66) 2x+3y+z+1=0 
67) 6x-2y+z-3=0 

68) 4х +2y-3z+5=0 


69) PQ, -1, 3), 5х-у-32-0 


70) a) P'(1, -4, -3) 
71) NG, 2,-3, (7, -3, -2) 
72) a) 34/29 u.a. 


x-y=0 


7-4-1 


b)m=3, 
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Distáncias 


Distáncia entre dois Pontos 
Dados os pontos P; (х,у, zi) e Р, (x2, ул, 25), a distância d entre eles é | PP, : 
Como 

jP;7 Pj - P, =(X2-X,Y2-Y¡>22-21) 


tem-se 


d(P,, P.) = (X; - хү) (yo - у)? + (25 : 21)? 


Exemplo 
Calcular a distáncia entre P, (2, -1, 3) e Р, (1, 1, 5). 


Solucáo 
Сото P.P, = P, - P, = (1, 1, 5) - (2, -1, 3) = (-1, 2, 2) 
de acordo com (1), tem-se | 


d(P,, P,) = En + 22 + 22 = Jo = 3u.c. (unidades de comprimento) 
17 £2 


Distáncia de um Ponto a uma Reta 
Dado um ponto Р do espaco e uma reta г, quer-se calcular a distáncia аф, r) de Par. 


Consideremos na reta r um ponto A e um vetor diretor v. Os vetores v e AP determinam 
um paralelogramo cuja altura corresponde á distáncia d(P, r) (Figura 7.1). 
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A área A do paralelogramo é dada 


por 

a) А = (base) (altura) = vl. d 
ou também por 

b) A=1 у x AP I (Capítulo 3) 
Comparando a) e b), vem 


Figura 7.1 


Exemplo 
Calcular a distáncia do ponto P(2, 1, 4) à reta 


x =-] + 2t 
r: | y=2-t 
z=3-2t 
Solucáo 
A reta r passa pelo ponto A(-1, 2, 3) e tem direção do vetor v = (2, -1, -2). Seja ainda o 
vetor AP= P - A = (3, -1, 1). Calculemos 


- 


i j k 
ух АР = |2 1 -2| = G3, $, 1) 
3 4 1 


De acordo com (2), temos 
| (3,-8,1)| C»! +(®° «Y _ Wm e 
= = u.c. 


[G4 2) - 4127 4:60? + (252 78 


аб, r) = 


Observacáo 
Uma outra forma de calcular esta distáncia seria 
proceder assim: 
1º) encontrar uma equação geral do plano л que 
passa por P e é perpendicular à reta r (um vetor 
normal a л é um vetor diretor de r); 
2º) determinar o ponto I de interseção de z e r; 
39) calcular a distáncia por d(P, г) = РЇ. 
A Figura 7.2 ilustra este procedimento. Figura 7.2 
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Distáncia de Ponto a Plano 
Dado um ponto Pj e um plano л, quer-se cal- 
_ cular a distância d( P), л) de P) ал. Seja A 
um ponto qualquer de z e n um vetor normal a 
п. A Figura 7.3 esclarece que a distância d( P. , л) 
é o módulo da projecáo de APo na diregáo de n. 
De acordo com o visto no Capítulo 2, 
tem-se 


Figura 7.3 


> 


—— n 
АРо . — 


d(Po, п) = |рго}- APo| = 
п Ж 


(3) 


Admitindo-se então que Po (Xo, yo, zo), T: ax + by + cz + d =0 e A(x,,y,,Z,) € m, 
como i 


APo = (хо -Xp Yo -Yp Zo - 41) е 2 = ado ea fórmula (3) vem 
| nl ya? +b? +0? 


a,b, c 
d(Po, л) = (Хо - Хү, Уо Typ Zo -21). ( ) 
ya? +b? +0? 


a(xo - Xj) + b(yo - y) + c(Zo - 21) 


d(Pg, л) = 
a? +b? + c? 
ах, + by, + cz. - ax, - by, - ez 
¿(Pa m) =! 0 Yo 0 1 7 DY] il 


ya? +b? +c? 


Como А єл, suas coordenadas satisfazem a equação de m, isto é, 
ax¡+by,+cz,+d=0 | 


dz-ax,-by,-cz, 
Logo, 


laxo + byg + czo + 4| 


ya? +b? + c° 


d(Po. T) = 
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Observemos que a expressão axo + Бур + czo+ d se obtém substituindo x, y ez 
no primeiro membro da equação geral de л pelas coordenadas do ponto P, . 


Exemplo 
Calcular a distância do ponto Р, (4, 2, -3) ao plano л: 2x + 3y - 6z + 3= 0. 
Solucáo 
2(4) + 32) - 6(-3) + 3 84-60-1843 
a, = POLO 609 43] Q)-6C3)-3| |8+6+18+3|_35 


|22 3? + (-6)? J4 * 9 4 36 


Observações 
a) Uma outra forma de calcular esta distância seria proceder assim: 
1º) encontrar equações da reta r que passa por P, e é perpendicular ao plano л (um 
vetor diretor de r é um vetor normal a 7); r 
2º) determinar o ponto I de interseção de r e m; Po 
3º) calcular a distância por d( Po , 7) = T 
A Figura 7.4 ilustra este procedimento. 
b) A fórmula (4) é também aplicada se tivermos 
dados: 
bi) dois planos T, e T paralelos. 
Neste caso: 
d(T} , T3 ) = d( P) , TT, ), con Po em, Figura 7.4 
ou 
d(T , T3 ) = Ру, T1), com Po € T; 
Б) uma reta r e um plano л paralelos. 
Neste caso: 
d(r, х) = d(P, л), com P € r 


Exemplo 
Calcular a distância da reta 
‚ [y=2x+3 
1: lz=2x+1 ao plano л: 4х - 4у + 22-7 = 0 
Solucáo 


Observemos primeiramente que r // л, pois 
v. n=(1, 2,2). (4, -4,2)=4-8+4=0 
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sendo v vetor diretor de r e п um vetor normal a л. Então, tomando Р(0, 3, 1) є r, por 
(4) tem-se 
|400) - 43) + 20-7] |12+2+7| 17 


а2 + (a)? + 22 436 6 


Distáncia entre Duas Retas 
Dadas as retas г e r,, quer-se calcular a distância d(r, ,r,). Podemos ter os seguintes 


d(r, л) = d(P, л) = 


casos: 
1) рег, são concorrentes. P n 
Neste caso: d(r,,1,) = 0 : 
2) 1, € r, são paralelas. 
Neste caso: | D 
d(1,,1,)=d(P, rj), com P e r, 
Figura 7.5 


ou 
d(r, ,1,) = аР, д) comPe г, 
A Figura 7.5 ilustra esta situacáo, que se reduz ao cálculo da distáncia de ponto à reta. 


3) r, ет, são reversas 
Seja r, a reta definida pelo ponto A, e pelo vetor diretor v; e a reta г, pelo ponto 


А, e pelo vetor diretor v> . 


Os vetores vi, V? e A,A,, por serem náo-coplanares, 
У 


determinam um paralelepípedo (Figura 7.6) сија 

altura é a distância d( rj , r; ) que se quer FAM 
: А, 

calcular (a reta r, é paralela ao 


plano da base do paralelepípedo 
definida por vi e уэ ). 
O volume У do paralelepípedo 
é dado por Aj > 
a) V = (área da base) . (altura) = vi X v21. d Figura 7.6 
ou também por 
b) V= (vi, vz, A,A,)| (Capítulo 4) 
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Comparando a) e b) vem 


(vi, уз, A A.) 
d =d(r, r, ) 2 —— —— —— (5) 
lv X vol 


Exemplo 
Calcular a distáncia entre as retas 
х=-1+{ 


n: 1y23-2t e . 
221124 z=x+1 


Solução 
A reta г passa pelo ponto A,(-1, 3, -1) e tem a direção de v; = (1, -2, -1) e a reta r, 
pelo ponto А, (0, -3, 1) e tem a direção de уз = (1, 1, -1). 

Então, АЈА, = A, - A¡=(1,-6,2)€ 


119554 
(vi ул, AA =li 1 11=9 
1 -6 2 
i j k 
vxvw=|1 2 1|=(3, 0, 3) 
1 1 d 


AM l POE OE бее A 
"* |0 0 3| fay3 48 42 
Observação а 


Uma outra forma de calcular esta distán- Р 
cia seria proceder assim: | 
19) encontrar uma equaçào geral do plano 

x definido pelo ponto A, e pelos veto- 


res diretores vi e v2 (o vetor normal a 
T é dado por n = vi Xv»). Como v2 
é vetor diretor de л, a reta r, é paralela 


a n (Figura 7.7). Figura 7.7 
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2°) calcular a distáncia por 
d( 1 , r3) = d( 13, n) = d(P, n), P € го, 
aplicando a fórmula (4). 


Problemas Propostos 
Achar a distância de P, aP,, nos casos: 
1) P(2 0.1 e Р,(,-3,2) 
2) P,(1,0, 1) e Р, (2, -1, 0) 
Achar a distância do ponto P à reta r, nos casos: 


3) PQ, 3, -1) r:ix=3+t y=-2 z=1-2t 
4) F(1, -1, 0) rixz2-t у=0 7-1 
5) P(3,2, 1) r:y=2x 2=х + 3 


6) Р(0, 0, 0) ү  . 
`\х+у-2>+1=0 

7) P(3, -1, 1) r:(x,y, 2) = (2, 8, -1) + (1, -4, 2) 

8) P(1,2,3) r : eixo Ox | 

9) P(1, 2, 3) r:eixo Oz 
10) P(1, 2, 3) rixel ge 

Achar a distáncia do ponto P ao plano m, nos casos: 

11) Р(2,-1,2)  m:2x-2y-z«-3z0 


12) Р(3, -1,4) яп: х+у+2= 0 
13) P(1,3,-6) п: 4х-у+а+5 = 0 
14) P(0, 0, 0) п: Зх - 4у + 20 = 0 
х=2 + 2 + 3t 
15) Р(1, 1, 1) T:3y=-1+h+t 
z=2-h 


16) Calcular a distáncia entre os planos paralelos 
T iX+y+z=4 € m:2x+2y+22=5 
Achar a distância da reta г ao plano Tr, nos casos: 
17) їх-443: у=-1 +1 z=t e mTmx-y-22+4=0 


18) r: 2 e л:х+у-12=0 


sd 
19) раб e п:у=0 
у= 4 
Achar a distância entre `r, e ту, nos casos: 
20) n:x-2-t y=3+t z=1-2t 


n:x-t у=-1-3ї z = 21 
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21) 1 :x=y=z biy=x+1 z=2x-1 


22) ц:у= 2х z=3 гу: (x, y, 2) = (2, -1, 2) + «1, -1, 3) 
23) 1 :x=t+1 y =t+2 z=-2t-2 
Liy=3x+1  z=-4x 
24) n:x=3 y=2 p:x=1 y=4 
25) 1, :x=3 y =4 ту: eixo dos z 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 419 7)0 13) 0 19) 4 
2) 43 8) 413 14) 4 20) + 
\/5 
“l: 9) 45 sp. És 21) — 
= En 72 
10) 4 
q Уб ) 16) 33. 22) 46 
2 2 
7 7 9 23)0 
7 11) — 17) —= 
5 7 T ) 6 
54 12) 24/3 18) з. 24) 2/2 
9 үз» Эл 


25) 5 


Cônicas 


As Seções Cónicas 
Sejam duas retas e e g concorrentes em O e náo-perpendiculares. 
Conservemos fixa a reta e e fagamos g girar 360 graus em torno 
de e mantendo constante o ángulo entre estas retas. Nestas con- 
dições, a reta g gera uma superfície cónica circular infinita for- 
mada por duas folhas separadas pelo vértice O (Figura 8.1). 
A reta g é chamada geratriz da superfície cónica e a reta e, 
eixo da superfície. | 
Chama-se secáo cónica, ou simplesmente cónica, ao con- 
junto de pontos que formam a intersegáo de um plano com a 
superfície cónica. 
| Quando uma superfície cónica é seccionada por um plano 
т qualquer que náo passa pelo vértice O, a cónica será: 
a) uma parábola, se п for paralelo a uma geratriz da superfí- Figura 8.1 
cie (Figura 8.2(a)); 
b) uma elipse, se п não for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da 
superfície (Figura 8.2(b)) (ou uma circunferência, se л for perpendicular ao eixo). 
c) uma hipérbole, se п não é paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da su- 
perfície (Figura 8.2(c)). A hipérbole deve ser vista como uma curva só, constituída de 
dois ramos, um em cada folha da superfície. 
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XX 
XX 


Figura 8.2 


Observação 
As superfícies cônicas apresentadas nas Figuras 8.2 e 8.3 devem ser encaradas como ili- 
mitadas, isto é, constituídas de duas folhas que se estendem indefinidamente em ambos os 
sentidos. 

Se cada um dos planos secantes da Figura 8.2 forem transladados paralelamente até 
chegarem ao vértice O, obteremos as respectivas cónicas “degeneradas” da Figura 8.3: 
(a) uma reta | 
(b) um ponto 
(c) duas retas 


4 


Figura 8.3 
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As cónicas foram de fundamental importáncia para o desenvolvimento da astronomia, 
sendo descritas na antigüidade por Apolónio de Perga, um geómetra grego. 

Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fenómenos naturais, 
como nas trajetórias de um projétil ou de um planeta. No final deste capítulo estáo descritas as 
propriedades de reflexão para cada uma das cónicas com algumas de suas aplicações. 

No Museu de Ciéncias e Tecnologia da Pontifícia Universidade Católica do Rio 
Grande do Sul encontra-se um experimento que diz respeito ás propriedades da reflexáo 
anteriormente referidas, chamado reflexáo sonora. Trata-se das Parábolas Acústicas. Na 
verdade, sáo parabolóides constituídos por duas antenas parabólicas metálicas (fotos da 
Figura 8.4). Estas antenas de mesmo tamanho estáo perfeitamente alinhadas e dispostas 
uma em frente a outra e separadas por aproximadamente 20 m (para maior nitidez foram 
necessárias duas fotos, razáo pela qual a idéia desta distáncia náo foi possível passar). O 
anel metálico num determinado ponto representa o foco da antena. Quando uma pessoa 
fala, emitindo o som próximo ao anel (foto da esquerda), as ondas sonoras refletidas na 
superfície da antena produzem um feixe de ondas paralelas que, ao incidirem na outra 
antena, refletem-se convergindo para o foco (anel) desta. Entáo, uma outra pessoa com o 
ouvido próximo deste anel (foto da direita) ouve nitidamente a primeira. 


Figura 8.4 
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A Figura 8.4(a) esquematiza o experimento descrito anteriormente. 


20 metros 


Figura 8.4 (a) 


É importante observar que as cónicas sáo curvas planas e, portanto, tudo o que dis- 
sermos sobre parábola, elipse e hipérbole se passa num plano. 


PARÁBOLA 


Definicáo 


Parábola é o conjunto de todos os pontos de um plano eqüidistantes de um ponto fixo e de 
uma reta fixa desse plano. | 


Consideremos uma reta 4 e um ponto F náo pertencente а 4. 
Na Figura 8.5 estão assinalados cinco pontos (P;, P», V, Ps e P) que são eqüidistantes 
do ponto Е e da reta 4. 


Figura 8.5 
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Entáo, um ponto P qualquer pertencente à parábola, se e somente se, 


ou, de modo equivalente 
АР, F) = d( P, P") (1) 
onde P' é o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta d. 


Elementos 
Pela Figura 8.5, tem-se: 
Foco: é o ponto F. 
Diretriz: é a reta d. 
Eixo: é a reta e que passa por F e é perpendicular a d. É fácil ver pela própria defini- 
cáo de parábola que esta curva é simétrica em relagáo ao seu eixo. 
Vértice: é o ponto V de intersegáo da parábola com o seu eixo. 


Equações reduzidas 
Seja a parábola de vértice V(0,0). Consideremos dois casos: 


1°) O eixo da parábola é o eixo dos у 
Seja P(x,y) um ponto qualquer da pará- 


bola (Figura 8.6) de foco F(0, > e diretriz de 


© 


equação y=-—. 


t2 


A definição de parábola expressa pela 
igualdade (1) é equivalente a 


IFP!-IP'PI 


Como P'(x, D € d, vem 


P 
-Q,y-- 
(x - 0, y 3 


- 0)2 „Pa y? Pa 
Je 0)^- (у 2) NC x) +(У+5) 


р 
X-X,y+— 
( y 3 


оп 
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Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos 


Gy Ds he «By 


ou 
2 2 
2,42 р 2 р 
x^t y^ -ру+2— = у?+ру+=— 
у - Py 4 у +ру 4 
ou simplesmente, 
х?= 2ру oy! 


que é a equacáo reduzida para este caso. 


Observacóes 


а) O número real р+0 é chamado parâ- 
metro da parábola. y>0 y<0 
b) Da equação (2) conclui-se: como py>0, р>0 р<0 
о parámetro р e a ordenada y de P tém 


sinais iguais (py = O se y = 0) e, conse- 

qüentemente, se р > O a parábola tem 

abertura para cima e, se р < 0, para baixo (Figura 8.7). 
с) O gráfico da equacáo (2) é simétrico em relagáo ao eixo dos y pois substituindo-se x 

por -x a equacáo náo se altera, isto é, se o ponto (x, y) pertence ao gráfico, o ponto 

(-x, y) também pertence. 


Figura 8.7 


2^) O eixo da parábola é o eixo dos x pc? 
Sendo P(x, y) um ponto qualquer da parábola (Figura C$» P(x, y) 


8.8) de foco RE. 0) e diretriz x = -Z obteremos, de forma 


análoga ao 1° caso, a equação reduzida 


=== НӨЖ m eM єч EN 
EL G) | 

Da análise da equação (3) conclui-se imediatamente: 
se p > 0, a parábola tem abertura para a direita e se p < 0, 
para a esquerda (Figura 8.9 a seguir). 


d 


Figura 8.8 
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x20 x<0 
p>0 р<0 
Figura 8.9 


Exemplos 
: 1 : ? 
1) Para cada uma das parábolas x^-8ye х= E y?, construir o gráfico e encontrar o 
foco e uma equação da diretriz. 


Solução 
a) x2=8y 
Observemos que nesta equação, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem 
dois valores de x simétricos, no caso, 4 e -4. Logo, os pontos (4, 2) e (-4, 2) pertencem à 
parábola (Figura 8.10). 
Como a equação é da forma 


х?= 2py , tem-se 


Portanto, 
foco: F(0,2) | | 
diretriz: y = -2 Figura 8.10 


2 


b) A equação reduzida de x =-—y*é 


1 
2 
у2= -2х 
Observemos que nesta equação, a cada valor de x, por 
exemplo, -2, correspondem dois valores de y simétricos, no 
caso, 2 e -2. Logo, os pontos (-2, 2) e (-2, -2) pertencem а 
parábola (Figura 8.11). 


Como a equação é da forma y?= 2px , tem-se 


2р--2 
p=- 
р! 
2 2 


Figura 8.11 
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Portanto, 
foco: F( - I 0) 
; 2 
А 1 
diretriz: х = — 
2 


2) Traçar um esboço do gráfico e obter uma equação da parábola que satisfaça as condi- 
ções: 
a) vértice V(0, 0) e foco F(1, 0) 
b) vértice У(0, 0) e diretriz y = 3 
c) vértice V(0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima. 


Solução у 
a) A equacáo é da forma 
у2= 2px (Figura 8.12 - o eixo da parábola é Ox) P>0 
Mas, F(10) 
р о: 
—-] ou 22 
2 : р 
ou 
2p=4 
Substituindo este valor de 2p na equação acima, obtemos Figura 8.12 
у?= 4х у 
b) A equacáo é da forma | y3 
x?= 2py (Figura 8.13 - o eixo da parábola é Oy) б i 
Mas | р<0 
P..3 ou 2p=-12 
2 Figura 8.13 


Logo, a equacáo é 
x?=-12y 


с) A equação é da forma 
x?=8y (Figura 8.14 — o eixo da parábola é Oy) 
Como P pertence á parábola, o ponto (-2, 5) é uma solu- 
ção da equação, isto é, a afirmação 
C2) -2р(5) 
é verdadeira. Daí vem 


2p= 5 Figura 8.14 


Cap. 8 Сӧпісаѕ 167 


e, portanto, a equagáo desejada é 


ou 
5x? -4y 20 


Translacáo de Eixos 

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto 
O'(h,k), arbitrário. Vamos introduzir um novo 
sistema x 'O'y' tal que os eixos O'x' e O'y' te- 
nham a mesma unidade de medida, a mesma dire- 
cáo e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Assim, 
todo ponto P do plano tem duas representacóes: 
Р(х,у) no sistema хОу e P( x', y') no sistema х'О'у' 


(Figura 8.15) 

Desta figura obtém-se 
O Ius RE 
lou (4) i 
|. x'=x-h e y'ey-k Зэв 


Figura 8.15 ` 


que sáo as fórmulas de translacáo. 


Outras Formas da Equacáo de Parábola 

Seja uma parábola de vértice V(h, k)* (0, 0). Consideraremos somente os casos de о eixo 

da parábola ser paralelo a um dos eixos : 
у | 


coordenados. 


19) O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos y 
Com origem no ponto V, tracemos о 
sistema x'O'y' (O'=V) nas condições do que 
foi visto no item anterior (Figura 8.16). 
A parábola em relagáo a este sistema 
tem vértice na origem e, portanto, sua equa- 
cáo reduzida é 


2 
x' =2py' | (5) 
Como para todo ponto Р da parábola, 
por (4) temos 
x'=x-h e y'=y-k 


> 


Figura 8.16 
———nvkh“ rara _ MN 
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e pela substituigáo em (5) resulta a equagáo 


| (x - h)? =2p(y - k) | 


que é a forma padráo para este caso e referida ao sistema хОу. 
As observações feitas anteriormente com relação ao parámetro p continuam válidas: 
se p > 0, a parábola está voltada para cima e, estará para baixo, se p < 0. 


2°) O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos x 
De modo análogo temos 


lo - К)? =2p(x - h) 


Outras formas da equagáo da parábola seráo apresentadas no próximo exemplo. 


Exemplos 
1) Determinar uma equagáo da parábola de vértice V(3, -2), eixo paralelo ao dos y e pa- 
rámetro p = 1. 


Solucao 
Como o eixo da parábola é paralelo ao eixo dos y, sua equagáo é da forma 
(x - h)”°= 2p(y - k) 
e, neste caso, temos 
(x -3)2= 20Xy +2) 
ou | 
(x -3)?=2(y+2) (6) 
e cujo gráfico é o da Figura 8.17. 
А equacáo (6) ainda pode receber a forma 
х?-6х+9= 2у+4 
ou 


x2-6x-2y+5=0 (7) 
que é a Equação Geral desta parábola. 
Assim, qualquer parábola cujo eixo coincide ou é paralelo a um dos eixos coordena- 
dos, sempre pode ser representada pela equação geral que terá uma das formas 


Figura 8.17 


[ах?+сх+ду+ї =0| а #0 (8) 


[by?+cx+dy+f=0) bz0 (9) 


ou 
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Se em (7) isolarmos o valor de y, teremos 
=—xº-3x+— 
i 2 2 
que é a Equação Explícita da parábola deste exemplo. 
Então, sempre que explicitarmos y numa equação do tipo (8) ou x numa equação do 
tipo (9), obteremos a respectiva equacáo explícita na forma 


х =ay?+by+c| аж 


2) Seja a parábola de vértice V(4, 2) e foco F(1, 2). Tragar um esboco do gráfico e deter- 
minar sua equacáo geral. 


ou 


Solucáo 

a) Um esbogo do gráfico: Figura 8.18. 

b) Tendo em vista que o eixo da parábola é paralelo ao 
eixo dos x, sua equacáo na forma padráo é 


(y -k)?- 2p(x - h) 
e como 


h=4,k=2, 2-3 ^ 2p=-12, 


а equagáo acima fica 
(у-2)2= 12x - 4) 
Efetuando as operações indicadas e ordenando, vem 
у2-4у +4 = -12x +48 
ой 
у?+12х-4у-44=0 
que é uma equação geral desta parábola. 


3) Determinar uma equação da parábola da Figura 8.19. 


Solução 
Entre a equação na forma padrão е a explícita, a segunda é 
mais simples para este problema. 

Então, como o eixo desta parábola é paralelo ao dos 
y, sua equação é da forma 


Figura 8.19 


y =ax*+bx+c 
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Ora, sendo (0, -1), (1, 0) e (3, 0) pontos da parábola, suas coordenadas devem satis- 
fazer esta equacáo, isto é, 


-1= a(0)?-- b(0) +c 
0=a(D'+b(D+c 
0 = а(3)?+Ъ(3)+с 


ou 
c=-1 
a+b+c=0 
9a+3b+c=0 


А | а 1 4 
sistema сија solugáo ё a 26 ,b = ес=-1 


Logo, a equação da parábola é 
1, 4 
=-—X“+—x -1 
4 3 3 


4) Dada a parábola de equação y?+6y -8x +17 = 0, determinar 
a) sua equação reduzida; 
b) o vértice; 
c) um esboço do gráfico; 
d) o foco e uma equação da diretriz; 
e) uma equação do eixo. 


Solução 
a) Iniciemos escrevendo a equação na forma 
у?+бу=8х-17 


Completemos o quadrado do primeiro membro: 
y?+6y+9=8x -17+9 
Como adicionamos 9 ao primeiro membro, devemos fazer o mesmo com o membro 
da direita. A última equação pode ser escrita 
(y +3)?= 8(х -1) (10) 
que é a forma padráo de uma parábola de eixo paralelo ao eixo dos x. Entáo, se em (10) 
utilizarmos as fórmulas de translagáo 
x'=x-le y'=y+3 
obteremos 
2 
y! = 8х' 
que é a едиасйо reduzida desta parábola referida ao sistema x'O'y', onde O'=V (vértice), 
O'x'//Ox e O'y'//Oy. 
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b) Como a equacáo (10) é da forma padráo 
(y -к)?= 2p(x -h) (11) 
onde Л e k são as coordenadas do vértice, vem 
imediatamente: V(1, -3). 
c) Um esboço do gráfico: Figura 8.20. 
d) Confrontando (10) e (11) concluímos: 


р 
2 =8, =4, ==2 
р р 2 


e pelo gráfico tem-se 
foco: F(3, -3) 
diretriz: x =-1 

e) Eixo: y = -3 


Figura 8.20 


Equações Paramétricas 
Consideremos a equacáo reduzida da parábola cujo eixo é o dos y: 
х?= 2ру 
Nesta equagáo, onde x pode assumir qualquer valor real, se fizermos x = t (t é cha- 


ñ l 2 
mado parâmetro) teremos y = 205 . 
р 


Então, equações paramétricas da parábola são, neste caso, dadas por 


—P— —— —— wayana 


| у= 10, teR | | 
2р 1 


De igual forma, se па equacáo y?= 2px fizermos y - t, o sistema 


| x=—t? 
Lo y=t, teR 


constitui equações paramétricas da parábola com vértice V(0,0) e eixo Ox. 
Com procedimento semelhante, obtém-se equações paramétricas no caso de o vértice 
da parábola não ser a origem do sistema, conforme exemplo a seguir. 


—— erm arr ad rr ee td ынс A 


Exemplos 
Obter equações paramétricas da parábola de equação: 


1 
1) х?=— 
) 17 
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2) (y-3?-2(x +2) 


Solucao 


1) Se fizermos x - t, teremos y — 4t? e, portanto, o sistema 


x-t 
у= 412 


constitui equações paramétricas desta parábola. 
2) Fazendo y - 3 = t, vem y = t + 3. Então 

t?= 2(x +2) 
ou 

t?-2x44 


Assim, o sistema 
{2-4 
х= 
2 
y =t+3 
constitui equações paramétricas desta parábola. 


Por outro lado, de y = t + 3, vem t = y - 3, que substituindo na primeira equação 
resulta 


2 
0-4 
2 


ou 
(у -3)= 2(х +2) 
que é a equação cartesiana dada inicialmente. 


Problemas Propostos 
Para cada uma das parábolas dos problemas de 1 a 10, construir o gráfico e encontrar 
o foco e uma equação da diretriz. 


2 
1) х2--4у 4) x2+y=0 7) х2-10у-0 10) x= 
2) у2=6х 5) y?-x=0 8) 2y? -9x «0 
2 
3) у?=-8х 6) y?+3x=0 9 у=^— 


6 
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Nos problemas de 11 a 26, traçar um esboço do gráfico e obter uma equação da 
parábola que satisfaça as condições dadas. 
11) vértice: V(0, 0); diretriz d: y = -2 
12) foco: F(2, 0); diretriz d: x + 2 = 0 
13) vértice: V(0, 0); foco: F(0, -3) 


14) vértice: У(0, 0); foco: FT. 0) 


15) foco: F(0, -D ; diretriz d: 4y - 1 20 


16) vértice: V(0, 0); simetria em relação ao eixo dos y e passa pelo ponto P(2,-3) 
17) vértice: V(0, 0); eixo y = 0; passa por (4,5) 

18) vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1) 

19) vértice: V(2, -1); foco: F(5, -1) 

20) vértice: V(4, 1); diretriz d: y + 320 

21) vértice: V(0, -2); diretriz: 2x - 3 = 0 

22) foco: F(4, -5); diretriz: y = 1 

23) foco: F(-7, 3); diretriz: x + 3 = 0 

24) foco: F(3, -1); diretriz: 2x - 1 = 0 

25) vértice: V(4, -3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto Р(2, 1) 
26) vértice: V(-2, 3); eixo: x + 2 = 0, passando pelo ponto P(2, 0) 


Em cada um dos problemas de 27 a 36, determinar a equação reduzida, o vértice, o 
foco, uma equação da diretriz e uma equação do eixo da parábola de equação dada. 
Esboçar o gráfico. 


27) х2+4х +8у +12=0 

28) x?- 2х - 20у -39=0 

29) у2+4у+16х -44=0 

30) y? -16x+2y+49=0 
2 

31) y=" a 

32) x?-12y 472-0 

33) y=x? - 4х+2 

34) y « 4x -x? 

35) y? -12x -1220 

36) 2x? -12x -y «14 -0 
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Nos problemas de 37 a 39, encontrar a equacáo explícita da parábola que satisfa- 
ça as condições: 
37) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passando pelos pontos A(-2, 0), B(0, 4) e 
С(4, 0). 
38) eixo de simetria paralelo a x = 0 e passando pelos pontos A(O, 0), B(1, -1) e C(3, -1). 
39) eixo paralelo a y = 0 e passando por A(-2, 4), B(-3, 2) e C(-6, 0). 
40) Dada a parábola de equação y =-x?+4x +5, determinar: 
a) o vértice; 
b) as intersegóes com os eixos coordenados; 
c) o gráfico; 
d) o foco; 
e) uma equacáo da diretriz. 


Nos problemas de 41 a 44, obter equações paramétricas da parábola de equação 
dada. 


41) у?--4х 43) (x +4)2=-2(y -D 
42) х?=2у 44) y2-4y+x+1=0 


Nos problemas 45 e 46, obter uma едиасйо geral da parábola dada por equaçóes 
paramétricas. 


x=t+1 {2 
45) 2 depo a 
22-20 
= уе! 


47) Em que pontos a parábola de vértice V(-2, 0) e foco F(0, 0) intercepta o eixo dos y? 
48) Encontrar sobre a parábola y?^- 4x um ponto tal que sua distáncia á diretriz seja 


igual a 3. 
49) Utilizar a definigáo para encontrar uma equagáo da parábola de foco e diretriz dados: 
a) F(-3, 4); 
d:y=2 
b) F(0,3); 
d: x-220 
50) Determinar uma equação da curva gerada por um ponto que se move de modo que sua 
distáncia ao ponto A(-1, 3) seja igual à sua distáncia à reta y + 3 = 0. 
51) Encontrar uma equação da parábola e suas interseções com os eixos coordenados, 
sendo dados: 
a) foco: F(0, 0), eixo: y = 0 e passa por A(3, 4); 
b) foco: F(0, -1), eixo: x = 0 e passa por A(4, 2). 
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52) Na Figura 8.21, o arco DC é parabólico e o segmento AB está dividido em 8 partes 
iguais. Sabendo que d = 10 m, AD = BC = 50 me AB = 80 m, determinar h, e h,. 


Figura 8.21 


53) Uma família de parábolas tem equação y — ax? + bx +8. Sabendo que uma delas 


passa pelos pontos (1,3) e (3,- 1), determinar: 
a) os pontos de intersegáo com o eixo dos x; 


b) os pontos de ordenada 15; 


C) equações paramétricas desta parábola. 


54) Dados os sistemas de equagóes paramétricas 


pas 


y =t+3, telo, 8] 


x--t 


Ü 
улен te [4,0], 


mostrar que eles representam parte de uma mesma parábola, esbogando o gráfico. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 


2) 
3) 
4) 


5) 


6) 


F(0, -D, y=1 


FG. 0), 2x 43-0 


F(-2,0), x=2 
1 1 

F(0, 773», ET 
(oo he Y 4 
1 1 
ЕС-/0, х--- 
G ) 1 


FC 0), 4x-3=0 


7) БО, > 2y+5=0 


8) к.б) 8х+9=0 
9) F(0,4), y+4=0 
10) F(-2,0), x=2 


11) х2=8у 


12) y?=8x 
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13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
27) 
28) 
29) 
30) 
31) 
32) 


33) 


34) 
35) 
36) 


37) 
38) 


39) 
40) 
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4y? -25x=0 
х2+4х +8y-20=0 


y?+2y -12x 425-0 
х2--8у, V(2, 1), F(-2, -3), 
x2=20y', V(L-2) F(L3) 
y?^--16x', V(3,-2), ЕС4,-2), 
y?-16x', V(3,-D, F(7,-D, 
х2-4у, V(4,-5), F(4,-4), 
x2=12y', V(0,6), Е(0,9), 
хё-у, VOD) ROS. 
xy, VQ. FA, 
у'2=12х', У(-1,0), F(2,0), 
ly, ү(3,-4), 

2 

ПР 
у=-—х^ +х+4 

154 
=X" -—X 
Pa ла 
х= X 2+2y-6 

qe 


a) V(2,9) 
35 
d) Е(2, P e) 4y-37=0 


x? - 8x -16y+32=0 
у?+4у+6х+4=0 

х? - 8х +12у+40=0 
y? - бу+8х +49 =0 
4у2+8у -20x + 39 = 0 
у2+6бу +8х -23 = 0 
3х?+12х +16y -36= 0 


x = -4, y-0 


FG. - 2. 8y+33=0, x=3 


b) C1, 0), (5, 0), (0, 5) 
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45) х2-2х-3у-5-0 


ELIPSE 


Definicáo 


46) y2-4x+416=0. 

47) (0, 4) e (0, - 4) 

48) (2, 48) e (2, - 4/8) 

49) a) x?* 6x - 4у+21=0 
b) y? -6y+4x+5=0 

50) x?+2x -12y+1=0 

51) a) y?-4x-4=0, (C1, 0), (0,+2) 
b) x?- 4y - 820, (+24/2, 0), (0,-2) 

52) h, 220m e h, =32,5m 


53) a) (2, 0) e (4, 0) 
b) El, 15) e (7, 15) 


o)x=t+3ey=t?-1 


'Elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distâncias a dois pontos! 


Consideremos no plano dois pontos distintos, F e Б,, tal que a P 


distância d(F,, Е.) = 2c, e um número real positivo a com 2a > 2c. 


Chamando de 2a a constante da definição, um ponto P pertence 
à elipse (Figura 8.22) se, e somente se, 


d(P, F)+d(P,E)= 2a] (1) 


Figura 8.22 
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Para construir uma elipse-no papel, pode-se proceder como suge- 
re a Figura 8.23: fixam-se dois percevejos em pontos arbitrários F e 
E, amarrando-se neles as extremidades de um fio náo esticado. Um 
lápis que deixa o fio distendido marca o ponto P. Se fizermos o lápis 
deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre distendido, a ponta 
descreverá a elipse e, portanto, para todo o ponto P da elipse, a soma 
das distâncias d(P,F )e d(P, F,)será sempre igual ao comprimento 


Figura 8.23 


do fio, isto é, um valor constante, que na definigáo foi denominado 2а. 


Se variarmos as posições de F e E, mantendo fixo o comprimento do fio, a forma da 
elipse irá variar. Assim, quanto mais afastados um do outro estiverem os pontos F e F, , tanto 


mais “achatada” é a forma da elipse. Por outro lado, se (Е, F, ) está próximo de zero, a elipse 
é quase circular e no caso de F =F, , temos a circunferência de centro F, eraio a. 


Elementos 
Com base na Figura 8.24, tem-se: 
Focos: são os pontos F. e Б. 
Distáncia focal: é a distáncia 2c entre os focos. 
Centro: é o ponto médio C do segmento F. F. i 
Eixo maior: é o segmento AA, de 
comprimento 2a (este segmento 
contém os focos). 
Eixo menor: é o segmento B,B, de 


comprimento 2b e perpendicular Figura 8.24 
a A A. no seu ponto médio. 


Vértices: são os pontos Aj, A5, B e B3. 
Pela Figura 8.24 é imediato que B,F, = a pois B;F, + B,F, = 2a (definição de 
elipse) e BF, =B,F,. Logo, do triângulo retângulo В, CF, vem 


al=b?+0? (2) 
Esta igualdade mostra queb<a e c<a. 
Excentricidade da elipse é o número real 


e=£ (0«e«1) 
a 


A excentricidade é responsável pela “forma” da elipse: elipses com excentricidade 
perto de 0 (zero) sáo aproximadamente circulares, enquanto que elipses com excentricida- 
de próxima de 1 sáo “achatadas”. Por outro lado, fixada uma excentricidade, por exemplo, 


Cap. 8  Cónicas 179 


1 Эр ; T ЭЭ: 
e= PE todas as infinitas elipses com esta excentricidade tém a mesma forma (diferem 
apenas pelo tamanho). 


Observacáo 
A 1º lei do astrónomo alemão Johannes Kepler (1571-1630) é expressa por: "qualquer 
planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma órbita elíptica, da qual o Sol ocupa um 
dos focos”. A maioria dos planetas tem órbitas aproximadamente circuláres, o que signifi- 
ca dizer que suas excentricidades estão perto de zero. 
2200 121 Cometa de Halley 

Por exemplo, a órbita da Terra tem excentricidade Sol 
0,02, a de Júpiter 0,05, a de Marte 0,09, para citar 
apenas algumas. Mercúrio e Plutáo, cujas órbitas 
elípticas tém excentricidades bem maiores, 0,21 e 
0,25, respectivamente, constituem uma excecáo а 
maioria dos planetas. O “campeáo” de excentricidade 
no sistema solar parece ser o Cometa de Halley com e = 0,967 (quase 1) e ele leva apro- 
ximadamente 76 anos (período de revolução) para dar uma volta em torno do Sol. A Figu- 
ra 8.25 dá uma idéia das trajetórias da Terra e de Halley com o Sol num dos focos. 

Com a finalidade de obtermos uma equagáo de elipse, teremos que referi-la ao siste- 
ma de eixos cartesianos. Iniciemos pelos casos mais simples. 


Terra 


Figura 8.25 


Equacóes Reduzidas 
Seja a elipse de centro С(0, 0). Consideraremos dois casos: 


1°) O eixo maior está sobre o eixo dos x y 
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse 
(Figura 8.26) de focos RF. (-c, 0) e E, (c, 0). 
Pela definicáo em (1), tem-se 
d(P, RF) * d(P, F,) = 2a 
ou 
IRPI-IE,PI- 2a 
ou, em coordenadas 
I(x*-ce,y-0)-«l(x-cy-0)l22a 


Joco y? + у(х - c)? y? =2a 
үх?+ у?+ 2сх+с? = 2а -4x?4 у2-2сх +0? 


( х2+ у2+2сх +0? y? = (2а - х2+ y? - 2cx +c? y 


Figura 8.26 
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х2+у2+2сх +0? = 4а? - AaJx ^e y? - 2сх+с? e x^e y? - 2сх+с? 
aJ x^ y?- 2cx +c? =а?-сх 


a?(x?4 y? - 2сх +c2)= a^ - 2a?cx 4 c?x 


2 


a?x?-- a?y? - 2a?cx +a2c2 =a - 2a?cx + c?x? 


a x - c2x2+ a?y?- а“ - a?c? 
(a? n с2)х2+а2у2= a? (a? Е с?) 


2 c?= b? , resulta 


Como por (2) tem-se a 
b?x?4 a?y?- a?b? 


Dividindo ambos os membros da equação por a?b? , vem 


que é a equacáo reduzida para este caso. 


29) O eixo maior está sobre o eixo dos y 
Observando a Figura 8.27, com procedimento análogo 
ao 1º caso, obteremos a equação reduzida 


ae 
— A | 
b? a? 
Observacáo 
Como em toda elipse tem-se a » b (ou a? » b?), para saber Figura 8.27 


se a elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre Oy, basta obser- 
var onde está o maior denominador (a?) na sua equação reduzi- 


da. Se esse for denominador de x? , O eixo maior está sobre Ox. 
Caso contrário, estará sobre Oy. 
Por exemplo, na equagáo reduzida 
2 2 
x 
— Е > =1 
4 9 


o maior denominador é 9. Como ele é denominar de y?, o eixo 


maior da elipse está sobre o eixo dos y (Figura 8.28). No caso, 
temos 


Figura 8.28 
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а2-9 . а=3 
52-4 ~ b=2 
e, portanto, as intersegóes com os eixos sáo os quatro pontos (0, +3)e (+2, 0). 


Observemos, por outro lado, que se na equagáo anterior fizermos x = 0, vem y =+3 e 
para у = 0, vem x = £2, o que confirma as interseções com os eixos em (0, + 3)е (+2, 0). 


Exemplos 
Nos problemas de 1 a 3, para cada uma das elipses, determinar 
a) a medida dos semi-eixos; 
b) um esbogo do gráfico; 
C) os focos; 
d) a excentricidade. 


1) 9x?-- 25y?- 225 


Solucáo 
a) Para expressar a equação na forma reduzida, dividimos ambos os membros da equação 
por 225: 


9х? 25y? 225 
225> 225. 225 


ou 
25 9 
Maior denominador: 25. Logo, а? = 25 e o eixo maior da elipse está sobre o eixo dos x 


porque 25 é denominador de x’. 
Então, 


а2-25 .. а=5 
b2=9 . b=3 
b) Gráfico: Figura 8.29 
c) a2=b2+c2 
25=9+c? 
с?=16 у. с=4 
Logo, os focos são F (-4, 0) e F, (4, 0) 
c 4 Figura 8.29 


d e===- 
a 5 
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2) 4х? + y? -16=0 


Solução 
a) Conduzindo a equação para a forma reduzida, vem 
2 2 
4х?+у?=16 ой ХУ -1 
4 16 
Maior denominador: 16 (denominador de y? ) 
Logo, 
а?=16 .. a=4 
b2=4 .. b-2 


b) Gráfico: Figura 8.30. 
c) a2=b2+c2 
16=4+c? 
с2=12 e с= 412 | Figura 8.30 
Logo, os focos.sáo F (0, - 412 Je Е,(0, 412) 
а ес 228 45 
а 4 4 2 
3) х2+у2-9=0 


Solucáo 
a) A forma reduzida desta equação é 
х2 y 
— + =] 
9 9 


Neste caso, tem-se а? = b2= 9 e, portanto, a = b = 3 
Trata-se de uma circunferéncia de raio 3. 

b) Gráfico: Figura 8.31. 

c) а?=Ъ?+с? 
9-94c? Figura 8.31 
c=0 | 
Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferéncia. 


d e=L-2.0 
a 3 


A circunferéncia pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula. 
4) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3, 0) e a medida do eixo maior 
é 8. Determinar sua equacáo. 
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Solucáo 
Como o foco é ponto do eixo do x, a equação desta elipse é da forma 
х2 y E 
a? p? 
Precisamos determinar a e b. Como o eixo maior mede 8, isto é, 
2a=8 .. a-4 o 
Tendo em vista que o centro da elipse é (0, 0) e um dos focos é (3, 0), conclui-se que 
c=3.: 
Mas 
а?=Ъ?+с? 
ой 


16-52-9 . b2=7 


Logo, a equação procurada é 
25824: 
Ey to 


— + = 


16 7 


Outras Formas da Equação da Elipse 
Seja uma elipse de centro C(h, k) z (0, 0). Consideraremos somente os casos de os eixos 
da elipse serem paralelos aos eixos coordenados. 


1°) О eixo maior é paralelo ao eixo dos x 
Utilizando uma conveniente translação de 
eixos, obtemos um novo sistema x'O'y' (Figura 
8.32) em relacáo ao qual a elipse tem centro na 
origem e eixo maior sobre o eixo O'x'. Logo, sua 
equação reduzida é 
х? у? 
ЇЕ + yi 1 (3) 
Para expressá-la em relação ao sistema 
original хОу, utilizamos as fórmulas de translagáo 
x=x-h e y=y-k, 
que substituídas em (3) resulta 


ШҮ: y 
(х 2 P > af | 
а b Figura 8.32 


que é a forma padráo para este caso. 
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2°) O eixo maior é paralelo ao eixo dos y 
De modo análogo ao 1° caso, temos 


(х-һ)? (y-k)? 
AL cL 
b? a? 
Uma outra forma da equação da elipse será apresentada no próximo exemplo. 


1 


Exemplos 


1) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade 


e => e eixo menor de medida 6. Obter uma equação desta elipse. 


Solucáo 
Como o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo dos y, sua equacáo é da forma 
“нү? y? 
Eh? 0-5? 
p? a? 
comh=4 ek = -2. 
Precisamos determinar a e b. 


Mas 
2b=6 .. b=3 
Sendo 
c 1 : a 
е= — = — , vem c=— 
а 2 2 
Ре 
а?=Ъ?+с? 
resulta 
252, (842 
а= 34+ (— 
(5) 


ou 
m 
a2= е donde a?=12 


Logo, a equacáo da elipse é 
(х-4)2 Q*27 _ 
9 12 


Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos os quadrados e ordenarmos os 
termos, obteremos outra forma da equacáo da elipse: 


4(x? - 8x +16) + 3(y?* Ay +4) = 36 


1 
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ou 
-32x + 64+ 3у2+12у +12 - 36 = 0 
оп 
4x2+3y2 -32х+12у+40=0 
que é uma едиасйо geral desta elipse. 


Assim, qualquer elipse cujos eixos estáo sobre os eixos coordenados ou sáo paralelos 
a eles, sempre pode ser representada por uma equacáo geral que terá a forma 


i — : 
m ах ^r by? +ex+dy+f = 0. СЕ. 


— À—— MÀ—— —À M ече что m цэн мг 


сот a e b de mesmo sinal. Em particular, quando a = b esta equagáo poderá representar | 
uma circunferéncia. . 


2) Dada a elipse de equação 4x? 9y? - 8x - 36y +4 = 0, determinar: 


a) sua едиасао reduzida; d) os vértices; 

b) o centro; e) os focos; 

с) o gráfico; f) a excentricidade. 
Solucáo 


a) Iniciemos escrevendo a equacáo na forma 
(Ax? - 8x) + (9y? - 36y) =-4 
ou 
4(x? - 2x) - 9(y? - 4y) = -4 
onde agrupamos os termos de mesma variável e evidenciamos os fatores 4 e 9 para facili- 
tar a construcáo dos trinómios quadrados nestes dois parénteses. Entáo temos 
4(x? - 2x +1) -9(y? - Ay +4) = -4+ A(1) +9(4) 
ou 
4(x - 2+ 9(y - 2)2=36 
е dividindo ambos os membros por 36, resulta 
x-D' (у-2)? 
NGA 
que é a forma padráo da elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utilizando em (4) as 


fórmulas de translação 
х-х-1 e y=y-2 


2 | | (4) 


obtemos 


9 4 
que é a equação reduzida desta elipse. 


— Ñ. a 
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b) Como a equação (4) é da forma padrão 


Gb? Gr? 
. a? b? 
onde h e k sáo coordenadas do centro, 

vem imediatamente: C(1, 2). 


1 (5) 


c) O gráfico: Figura 8.33. 


d) Confrontando (4) e (5), concluímos: 
а2-9 . a=3 
b2=4 2-2 

e pelo gráfico tem-se: 

A¡(2,2) e A5(42) 
B,(1, 0) e B,(1,4) 

e) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 

De a?- b?4 c? 


Figura 8.33 


ou 9=4+c?, vem c= 45 e, portanto, os focos são: 
E (1-45,2) e E(1+45,2) 
45 


f) Excentricidade: e =£ = N> 
a 3 


Equações Paramétricas - 
2 2 
Consideremos a elipse de equagáo ын + 7 =1. Tracemos 
a 

a circunferéncia de centro O e raio igual ao semi-eixo mai- 
or a da elipse (Figura 8.34). 

Seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse. A reta 
que passa por P e é paralela ao eixo dos y, intercepta a 
circunferéncia em A e o raio AO determina com o eixo dos 
x um ângulog . | 

Do triángulo A'OA vem Figura 8.34 

ОА'= OA.cos 0 


ou 
x=acos0 


Cap. 8  Cónicas 187 


Como x ё abscissa de um ponto da elipse, a ordenada y do mesmo ponto é calculada 


substituindo o valor de x na equação da elipse: 
2 


2 
(4059) +L=1 
b 
donde 
2 
Ë 21. cos? 0 - sen? 0. 
p? 


. 
f 


у = Бѕеп Ө 
Observemos que, рага cada valor de Ө corresponde um e um só ponto Р da elipse е, 
quando Ө varia de 0 a 27, o ponto P parte de (a, 0) e “descreve” a elipse no sentido anti- 


——— ттеу m e amy c mese de vs a m — cais 
| 0<0<2x (6 
| y zbsenO i ! 


constitui equações paramétricas dessa elipse. 
Observações 
2 2 
X X 
a) Das equações (6) vem — = cos 9 e == sen Ө e, portanto, — = cos? 0 e Wu = sen? Ө. 
а а. 


Somando membro a membro, resulta 


2 42 
ХУ (1= cos? Ө + sen? Ө) 
à b? 
que é a equacáo da elipse dada inicialmente. 


2 2 


b) No caso da elipse ser + х = 1 (eixo maior sobre Oy), suas equações paramétricas sáo 
e a 

x =b cos 0 

y = asenO | . 
c) Quando o centro da elipse for C(h, k), pela translação de eixos obtemos 

MER MR 


(eixo maior paralelo a Ox) 
y -k= bsenO y=k+bsen0 | 2 


x=h+bc0s8 | - _ 
(eixo maior paralelo а Оу) 


y=k+asen6 
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d) O sistema de equações 
х =аѕепӨ 
0x0s2n 

y =bcos 9 


descreve de outra forma a mesma elipse dada pelo sistema (6), porém, neste caso o ponto P 
parte de (0,b) e “descreve” a elipse no sentido horário. 


Exemplos 

Obter equações paramétricas da elipse de equação: 
1) 16х2+ 25у2= 400 

2) 9x?- 4y? - 54х +16у+61= 0 


Solucáo | 
1) A forma reduzida de equacáo 16x?+ 25у?= 400 é 


x? y? 


—+—=1 
25 16 
e, portanto, a = 5 e b = 4. Logo, 
x=5c0s0 
y = 4sen Ө 
são equações paramétricas desta elipse. 
2) А forma padrão de 9x?+4y? - 54x +16y+61=0 é 
«-3* (+27 
4 9 
e, portanto, o centro da elipse é (3, -2), sendo a = 3 e D = 2. 
Logo, 
x = 3+2 cos 0 
y =-2+3sen Ө 


= 1 (a cargo do leitor) 


(7) 


sáo equacóes paramétricas desta elipse. 
Por outro lado, das equacóes (7) vem 


e -cosÓ e 17 seno 


Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equações, temos 


(х - 3)? (y+2) _ 
4 9 ` 


= cos? 0 sen2 8 


Сар. 8 Сӧпісаѕ 189 


Somando membro a membro resulta 


x-3* (*2*. 
4 9 
que é a equacáo da elipse na forma padráo dada anteriormente. 


1 (12 cos? Ө + sen? 0) 


Problemas Propostos 
Em cada um dos problemas de 1 a 10, esboçar o gráfico e determinar os vértices A, e 
A», os focos e a excentricidade das elipses dadas. 


1) Хаусаа 6) 4х?+9у?=25 
25 4 
2) 25х2-4у2-100 7) 4х°+у?=1 
3) 9х2-16у2-144-0 | 8) 4x2+ 25y?-1 
4) 9x? 5y?-45 20 9) x2+2y2-5=0 
5) x?-25y?- 25 10) 9х2+25у2= 25 
11) Esboçar o gráfico de uma elipse de excentricidade 
1 1 3 
a) 2 b) 3 c) 5 


Em cada um dos problemas de 12 a 19, determinar uma едиасао da elipse que 
satisfaça as condições dadas. Esboçar o gráfico. 


12) focos Fi (-4, 0) e E,(4,0), eixo maior igual a 10; 
13) focos Fi (0,-5) e E, (0,5), eixo menor igual a 10; 
14) focos F(+3, 0) e vértices A(+4, 0); 


ми 


15) focos Е(0, +3) e excentricidade 2 ; 


16) vértices A(+10, 0) е excentricidade р 


17) centro C(0, 0), eixo menor igual a 6, focos no eixo dos х e passando pelo ponto 
(-24/5, 2); 
18) vértices A(0, +6) e passando por P(3, 2); 


19) centro C(0, 0), focos no eixo dos x, e = = e passando por P(2, - 2) 


Em cada um dos problemas de 20 a 27, obter uma equacáo da elipse que satisfaca 
as condições dadas. I i 


20) centro C(1, 4), um foco F(5, 4) e excentricidade 2, 
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21) 
22) 


23) 
24) 
25) 


26) 
27) 
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eixo maior igual a 10 e focos Ец(2, -1) e F, Q, 5); 


focos F¡(-1, -3) e Е, (-1, 5) e excentricidade Z, 


focos F1(-3, 2) e E; (3, 2) e excentricidade 2 


vértices A, (7, 2) e А, (-1, 2) e eixo menor igual a 2; 


B 


centro C(0,1), um vértice A(0,3) e excentricidade > Я 
centro C(-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y; 
centro C(2, -1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos ei- 


xos coordenados. 
Em cada um dos problemas de 28 a 33, determinar a equacáo reduzida, o centro, 


os vértices A, e A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o gráfico. 


28) 
29) 
30) 
31) 
32) 
33) 


34) 
35) 
36) 


9х2+16у? - 36x +96у +36 = 0 

25х2+16у2+ 50x + 64у -311=0 

4x2+9y? - 24x +18y+9=0 

16х?+ y? 64x - 4у+52= 0 

16х2+9у2 - 96x +72у +144 = 0 

4х2+9у? - 8х - 36у+4= 0 

Nos problemas de 34 a 39, obter equações paramétricas da elipse de equação dada. 


х?+4у?=4 37) 9(x - 1)2+ 25(у +1)?= 225 
x?4 y?- 36 38) 49(х+7)2+у2=7 
9х2+16у2=1 39) 4х2+9у2 - 54у +45 =0 


Nos problemas de 40 a 43, obter uma equação geral da elipse dada por equações 


paramétricas. 


40) 


41) 


x=5c0s0 42) x=2+4 cos6 
y=5sen6 y=3+2sen6 
= Ө — 
E cos 43) 4% 2 cos 
у = Зѕеп Ө 1 y =-1+sen0 


44) Determinar os focos da elipse de equações х =4 + 3cost e y =-2+5sent. 


45) Determinar uma equação da curva gerada por um ponto que se move, de modo que a 


soma de suas distâncias aos pontos (4, -1) e (4, 7) seja sempre 12. 
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46) Determinar uma equacáo da curva gerada por um ponto que se move, de modo que 
sua distáncia ao ponto A(3, -2) seja igual á metade de sua distáncia á reta y -2 =0. 
47) Determinar uma equagáo da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre o eixo dos y, 


sabendo que passa pelos pontos P( 1, Ла Je QCA, - 242 ). 
48) Encontrar uma equação da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre Ox, excentricida- 


de р e que passa pelo рошо (2, 3). 


49) Determinar uma equação das circunferências inscrita-e circunscrita à elipse de equa- 
cáo dada. 


a) 16x?+ y? -16=0 
b) 4х2+9у2 - 32x+36y+64=0 
50) Um satélite de órbita elíptica e excentricidade i viaja ao redor de um planeta situado 


num dos focos da elipse. Sabendo que a distáncia mais próxima do satélite ao planeta 
é de 300 km, calcular a maior distância. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) А(%5, 0), E(+4/21, 0), QM 6) АС, 0), Fa 9, = 
2) А(0,+5), F(0,++/21), XM 7) А(О, +1), "o e= 
з) AGAO), RETO, ec 7. 8) acl, o, FG 321 0), (= Pl 
4 2 10 5 
4) А(0,+3), F(0,+2), e= 9) A(445,0), на 5, 0), E 
246 E 5 4 4 
5) A($5, 0), F(+246, 0), ес 10) А, 0), FE. 0), Pec 
11) a) Existem infinitas, todas elas com a = 2c e b-c43 
x? 2 
12) 9x24 25y?- 225 16) 2 +> = 
100 75 . ы, 
13) 2x?«- y? - 5020 17) x?+4y?-36=0 a ХЭЭВ 
2 2 
14) 7х2+16у2 -112=0 1922-22-23 
81 36 
15) 4x?« y? -12=0 19) 5x?-9y? -45=0 
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20) 5x?+9y? -10x - 72y -31=0 24) x2+9y2+8x -36у-43-0 
21) 25x*+16y? -100x -64у-236-0 25) 4х2+у2 -2у-3=0 
22) 9x?+5y?+18x - 10у -166= 0 26) 5х2+9у2+30х = 0 
23) Зх? + 4y? -16y -92=0 27) х2+4у? - Ax +8у+4= 0 
2 12 
28) E Эг =1, CQ, -3), A, (-2, -3), А, (6, -3), F(2 + /7,-3), e = КД 
29) хэ C(4, -2), А |(-1, -7), A, C1, 3), E (-1, -5), E, (-1, D = 
16 25 > 3 ? 1 0 > 2 > $2] > 22 „ 5 5 
2 12 
30) Uo CG, 1), A, (6, -D, A; (0, -D, FG: 45,1), e => 
2 
31) кы =1, C(-2, 2), A, (-2, -2), A, (-2, 6), F(-2, 24/15), e = ME 
12 12 
32) E * ты =1, CG, -4), А (3, -8), А, (3, 0), FG, -4+ 4/7), е = d 
12 12 
33) GAL Са, 2), A,C2, 2), A, (4, 2), Fa + 45, >, = E 
1 
x =2 cos0 к= созо saga oa 
34) я 36) | 38 7 
= sen 
у yc ш y = 4/7 sen 
x=6c0s0 x=1+5cos6 x 23cos0 
35) 37) 39) 
у = бѕеп Ө y = -1+ Зѕеп Ө y =3+2sen0 
40) x?+y?-25=0 42) x?+ 4y? -4x - 24y +24 =0 
41) 9x?- y? -9-0 43) х2+2у2+4у=0 
44) (4,2) e (4,-6) 46) 4х2+3у2 - 24x + 20y + 48-0 
45) 9x?+ 5y?- 72x -30y+9 = 0 47) 2x?« y?-16 
48) 3х2+ 4y?=48 
49) a) x°+y2=1 e х2+у2=16 


b) x^ y? -8x +4y+16=0 e x^v y? -8x & 4y «11-0 


50) 600 km 
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HIPÉRBOLE 


Definicáo 


Hipérbole é ёо conjunto o de todos os pontos de um plano cuja diferença das distâncias, em: em; 
'valor ` absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante. — — 


VERE xh ЛА йй” raises = =s E 


Consideremos no plano dois pontos distintos E, e ` 
F, tal que a distância d( F ,F,) = 2c e um número real 
positivo a de modo que 2a < 2c. 


Chamando de 2a a constante da definigáo, um ponto 
Р pertence а hipérbole (Figura 8.35).se, e somente se, 


[Ч(Р,Е) - d(P,E,)|= 24| а) 


Como se vé, a hipérbole 6 uma curva com dois ra- 
mos. Na verdade, pela equação (1), um ponto P está na Figura 8.35 
hipérbole se, e somente se, 
d(P,F,) - d(P,F,) = +2а 
Para possibilitar um traçado bem melhor da hipérbole e tecermos considerações a 
respeito de seus elementos, faremos a construção da Figura 8.36 a seguir explanada. 


Figura 8.36 


Consideremos no plano dois pontos quaisquer F e E, com (Е, Б) = 2c. Chamando de C 
o ponto médio do segmento F F, , tracemos uma circunferência de centro C e raio c. 

Tomemos um valor arbitrário a, а < c; e marquemos sobre F. Б, a partir de C, os 
pontos A, е A, tais que d(C, А,) = d(C, A, ) = a. Por estes pontos tracemos cordas per- 
pendiculares ao diámetro F E;. As quatro extremidades destas cordas são os vértices de 
——M M MÀ 
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um retângulo MNPQ inscrito nesta circunferência. Tracemos as retas r e s que contêm as 
diagonais do referido retângulo e, por fim, a hipérbole conforme a figura. 
Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole. 


Elementos 
Focos: são os pontos F e Б. 


Distância focal: é a distância 2c entre os focos. 
Centro: é o ponto médio C do segmento F. E;. 


Vértices: são os pontos Ae A3. 
Eixo real ou transverso: é o segmento АА, de comprimento 2a. 
Observemos que os pontos A, e A, são pontos da hipérbole porque satisfazem a 
definição (1). Na verdade, para А}, tem-se 
d(A,,F)=c-a e d(A,,&)=a+c 


|d(A, ,R) - А,Б) =|-2a] = 2a. 
Eixo imaginário ou não-transverso: é o segmento B,B, de comprimento 2b, com 
В.В, ТАА, em C. 
Observemos que o retángulo MNPQ tem dimensóes 2a e 2b, sendo a a medida do 
semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imaginário. Ainda, do triángulo C A; M obtemos 
a relagáo 


—= r sss 


de larga aplicagáo nos problemas de hipérbole. 

Assíntotas: sáo as retas res. 

As assíntotas sáo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais à medida 
que os pontos se afastam dos vértices. Esta aproximação é “contínua” e “lenta” de forma 
que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assíntotas no infinito. Naturalmente, esta 
particularidade das assíntotas constitui um excelente guia para tragar o esbogo do gráfico. 

Com о que já vimos na construgáo da hipérbole, esta fica determinada quando se 
conhece o centro C e os valores a eb (ou a e с ou b e с). De fato, a partir destes elementos, 
constrói-se o retángulo MNPQ e, conseqüentemente, as assíntotas r e s, e daí, os dois ra- 
mos da hipérbole. | | 

O ángulo Ө assinalado na figura é chamado abertura da hipérbole. 

Chama-se excentricidade da hipérbole o número 

с 


е = — 
а, . 


e por ser с > a, tem-se e > 1. 
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A excentricidade da hipérbole está intimamente relacionada com а sua abertura. 
De fato: se na Figura 8.36 tivéssemos tomado um valor para “a” menor do que o 
anterior, o novo retángulo MNPQ seria mais “estreito” e, em conseqüéncia, a abertura Ө 


seria maior. 


“ а” 


Lei cres c 
Ora, diminuir o valor de (mantendo c fixo) signifca aumentar o valor de e = — 
a 


Assim, quanto maior a excentricidade, maior será a abertura, ou seja, mais “abertos” 
estarão os ramos da hipérbole. 

Quando a = b, o retângulo MNPQ se transforma num quadrado e as assíntotas serão 
perpendiculares (Ө = 90º). A hipérbole, neste caso é denominada “hipérbole egiiilátera”. 


Equações reduzidas 
Seja a hipérbole de centro C(0, 0). Consideraremos dois 
casos: 


15 O eixo real está sobre o eixo dos x. 
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma hipérbole 
(Figura 8.37) de focos F (-c, 0) e Е, (c, 0). 
Pela definigáo em (1), tem-se 
ld(P, F,) - d(P,F,)| = 2a 


ou, em coordenadas 


(х+с)?+(у—0)? - JG с)2+ (у -0)21= 


Figura 8.37 


Com procedimento de simplificação análogo ao que foi usado na dedução da equação 


2 


da elipse, e lembrando que c? = a? +b?, chegamos à equagáo 


que é a equacáo reduzida para este caso. 
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2º) O eixo real está sobre o eixo dos y 


Observando a Figura 8.38, com procedimento análogo 
ao 1? caso, obtemos a equacáo reduzida 


a 
a? b?" 
Figura 8.38 
y 
Exemplo 


A partir de um caso particular, seráo feitas 
algumas observações. Seja a hipérbole da 
Figura 8.39. 

Sua equação reduzida é 


2--3--1 0) 


Figura 8.39 


Observacóes 
a) É imediato que os vértices são A,(-3, 0) e А, (3, 0). Estes também seriam obtidos 


2 
fazendo y = 0 na equação (2), donde resulta E =] ou x = +3, que são as abscissas 


dos vértices. 
2 
Por outro lado, se na equação (2) fizermos x = 0, obteremos - se =l ou y?=-4, 


que é uma equação impossível no conjunto dos reais. Isto signifca que a hipérbole não 
corta o eixo dos y. 


b) Como a equação apresenta somente potências pares de x e y, a hipérbole é simétrica em 
relação ao eixos coordenados e em relação à origem. 
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Por exemplo, o ponto Р, (6, 12 ) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afir- 


mação 
2 2 
9 AD? ou — 4-3-1 
9 4 


e, da mesma forma, também pertencem os pontos Р, (6, - 412 2) (simétrico de Р, em rela- 
ção a Ох), P4(-6, 412 2) (simétrico de P, em relação а Oy) e Р, (-6, 2 2) (simétrico de 


P, em relação à origem). 
C) As assíntotas r e s são retas que passam pelo centro da hipérbole, no caso, a origem do 
sistema. Logo, suas equações são do tipo 
у = mx, sendo т a declividade. 
А 2. b 
A assíntota r tem declividade m, =— 
a 


; o. b 
e a assíntota s tem declividade m, =-— = - 
а 


ы | 


Portanto, as assíntotas têm equações 
у= 2 х е y=-—x 
3 | 3 
2 42 


Quando a едиасао da hipérbole é da forma х - == = 1, as declividades das. assín- 


a 


- a 
totas serão m = tV 


Exemplos 
Nos problemas 1 e 2, determinar, para cada uma das hipérboles: 
a) a medida dos semi-eixos; 
b) um esbogo do gráfico; 
C) os vértices; 
d) os focos; 
e) a excentricidade; 
f) as equacóes das assíntotas; 


1) x? - 4y?416 20 


Solucáo 
a) Passando esta equagáo para forma reduzida, obtém-se 
2 42 
- 4y?- -16 ou УХ ui 
4 16 
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que representa uma hipérbole com eixo real sobre Oy. 
Entáo, а2-4 . а=2 
b^-16 4 b=4 
b) O gráfico com assíntotas: Figura 8.40. 
c) Vértices: A, (0, -2) e А, (0, 2) 
ou A(0, +2). 


d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c: 
c?-a?4 p? Figura 8.40 
c?- 4416 
с = 4/20 = 245 
Focos: Е (0, -24/5) e Б,(0,24/5). 


с 245 „5 


e) Excentricidade: е=— = 
а 


2 1 . a 2 1 
f) Assíntotas: у = = (pois ra 2) 
2) x? -y?=4 
Solucáo 
a) Passando para a forma reduzida, obtém-se 
х2 y 
4 4 


que representa uma hipérbole com eixo real sobre Ox. 
Então, а2-52-4 .. a=b=2 (hipérbole eqüilátera) 
b) O gráfico com assíntotas: Figura 8.41. 
c) Vértices: A,(-2,0) e А, (2, 0) 
d) c?=a*+b? 
с2=4+4 
с= 4/8 = 24/2 


Focos: Е (- 2/2, 0) е F, 242, 0). 


e) Excentricidade: e = С - = 43 
а 


f) Assíntotas: y = Xx (pois E =—=1) Figura 8.41 
a 
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Observemos que, em toda hipérbole eqüilátera, a excentricidade é sempre igual а J2 
е as equações das assíntotas são sempre iguais a y = + x. 


3) Uma hipérbole tem focos em F (5, 0) e E; (5, 0) e a medida do eixo real é 6. Determi- 
nar sua equacáo reduzida. 


Solução 
Tendo em vista que os focos são pontos do eixo dos x, a equação desta hipérbole é da forma 
х? yu 
И а 2 b 2 


na qual precisamos determinar a e b. 
De Е(+5, 0), vem c = 5 (distância de cada foco ao centro). 
О eixo real mede 6, isto ё 2а = б. Logo, a = 3. 


De c?^- a? b? ou 252 9 b? , vem b? =16. 


Portanto, a equagáo procurada é 


x? у? 


=! 
9 16 


Outras Formas da Equacáo da Hipérbole 


Seja uma hipérbole de centro C(h, К) = (0, 0). Consideraremos somente os casos de os 
etxos da hipérbole serem paralelos aos eixos coordenados. 


1°) О eixo real é paralelo ao eixo dos x 
Com procedimento análogo ao que foi visto 
para a elipse, resulta a equagáo 
CACA 
ta? ЫГ! 


M Сун з-с жесш o чт. 


que ё a forma padráo para este caso (Figura 8.42). 


2%) O eixo real é paralelo ao eixo dos y 
De igual modo ao 1° caso, temos 


RARE 
la po =) 


Exemplos 
1) Determinar uma equacáo da hipérbole de vértices A,0,-2) e А, (5, -2), sabendo que 


Figura 8.42 


F(6, -2) é um de seus focos. 
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Solucáo 
Em função dos dados do problema, esboçamos o gráfico desta 
hipérbole (Figura 8.43) 

Sendo o eixo real A A, paralelo a Ox, a equação da hipér- 
bole é da forma 


(х)? GO, 


a? b? 
O centro é o ponto médio de A За С(3, -2). 
É imediato que: a = d(C, Aj) = e с= (С, Б) 23 
Da relagáo с?=а?+Ь? ou 9= T vem b?- 5. Figura 8.43 


Logo, uma equação da hipérbole é 
(x-3? (y+2) _ 
4 5 
Eliminando os denominadores, desenvolvendo os quadrados е ordenando os termos, 
encontramos 
5(х2 - 6x +9) - 4(y2 +4y+4)= 
- 30x +45 - Ay? - 16у -16- 20=0 
5x? - 4y? -30x -16y +9 = 0 
que é uma equação geral desta hipérbole. 


Assim, qualquer hipérbole cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados ou são 
Z a eles, sempre podest ser терше por uma едиасйо geral que terá a forma 


ax? + by? +‹ +cx+dy+f = 0 


emos > : - ————— — 0€ 8 эээ НЭГЭ 


com a е b de sinais contrários. 


2) Dada a hipérbole de equação 9x? - 54x +8y +113 = 0, determinar 
a) sua equacáo reduzida; d) os vértices; 
b) o centro; e) os focos; 
с) um esboço do gráfico; f) a excentricidade. 
Solução 


a) Iniciemos escrevendo a equação n na forma 
(9x? - 54x) - (Ay? - 8y) = -113 
ou 
9(x? - бх) - y? - 2у) = -113 
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onde agrupamos os termos de mesma variável е evidenciamos os fatores 9 e 4 para facili- 
tar a construcáo dos trinómios quadrados nestes dois parénteses. Entáo, temos 


9(x? - 6x +9) - (y? -2y 41) 2- 1134 9(9) - 4(1) 
ou 
9(x -3)? - 4(у - 1)2= -36 . 
е dividindo ambos os membros por -36, resulta 
САСО 8) 
9 4 | 
que é a forma padráo da hipérbole de eixo real paralelo ao eixo dos y. Utilizando em (3) as 
fórmulas de translagáo 
x=x-3 e y=y-1 
teremos 


9 4 
que é a equacáo reduzida desta hipérbole. 


b) Como a equação (3) é da forma padrão 
(у-Ю? (x-h)? _ 
a? b? 
onde h e k são as coordenadas do centro, vem imediatamente: C(3, 1). 
c) Um esboço do gráfico: Figura 8.44. 
d) Confrontando (3) e (4), concluímos: 
а2-9 .. а=3 
b4.:. b-2 
e pelo gráfico tem-se: 
А (3, -2) e A4(3, 4) 
e) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 


Da relagáo 


c?- a? b? ou с2=9+4 


1 (4) 


vem c = 413 e, portanto, os focos são 
F (3,1- 4/13) e E, G, 1+ 4/13) 
413 


f) Excentricidade: e = mueve 
a 3 


Figura 8.44 
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Equacóes Paramétricas 


2 


X 
a? 


BRUM А 


er ! х e e. Tor x 
significa dizer que — е 2 são números reais cuja diferença de seus quadrados é sempre 
a 


2 
Consideremos a hipérbole de equação - - = 1. Escrevendo esta equagáo como 


igual a 1. 
Se na identidade 


sen? Ө +соѕ20 =1 


dividirmos ambos os membros por cos? 0 +0, obtemos 


sen? 0 _ 1 
cos? 0 cos? 0 
ou 
sen Ө Ч Вэ 
+1 = 
соѕ Ө cos Ө 
ѕеп Ө 1 
Сото —tanO e = secO , vem 
cos 8 cos 


sec20-tan20=1 
Portanto, confrontando esta equação com a equação da hipérbole em (5), podemos 
fazer 
Х есе е У 2 tang 
a b 


š : А qs dE ЭШ. s. 
e daí concluir que para o parámetro 0,0 < 0 < 2n, excluídos 5 e 223 o sistema 


| =asec0 | 


AN | 


зэв тэжээнэ om tom ic aii —— — — 


ELI WW 


constitui equações paramétricas dessa hipérbole. 


А тл y 1 зэв? NE. 
Quando Ө percorre o intervalo ї 23| será descrito o ramo direito da hipérbole 


(x > a) e quando percorre o intervalo к , O ramo esquerdo (x S -a). 


ШШ 
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Observacóes 
a) No caso da hipérbole ser Y - = =1 (eixo real sobre Oy), suas equações paramétri- 
cas são i | 
[x=btan6 
E = аѕесӨ 


b) Quando o centro da hipérbole for C(h, К), aplicando a translacáo de eixos, as equações 
paramétricas são I 
со. a 


y=k+btan0 y-k-asecO 


conforme o eixo real seja paralelo a Ox ou Oy, respectivamente. 


Exemplos 

Obter equações paramétricas da hipérbole de equação: 
1) 4х2-9у2-36-0 

2) x2-3y2+8x+12y-13=0 


Solução 
1) A forma reduzida da equação 4x2 - 9y? -36 =0 é 
х2 у? 
9.4 
e, portanto, а = 3 e b = 2. Logo, 
Ё =3sec0 


y -2tanO 


sáo equacóes paramétricas desta hipérbole. 
A Figura 8.45 apenas indica pontos da tabela para alguns ángulos no intervalo 


89 
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он wla ala pla O 


Figura 8.45 


2) A forma padrão de x?- 3y?-- 8x +12y-13=0 é 


e, 


(+4)? (y-2) 

o Es 
portanto, o centro da hipérbole é (-4, 2), sendo а= ЗеБ = ` 
Logo, 

2 =-4+3 3sec 9 


y =2+4/3 tan8 


=1 (a cargo do leitor) 


são equações paramétricas desta hipérbole. 


Pro 


blemas Propostos 


Em cada um dos problemas de 1 a 12, esboçar o gráfico e determinar os vértices, os 
focos, a excentricidade e equações das assíntotas das hipérboles dadas. 


1) 


3) 
5) 
7) 
9) 
11) 
13) 


2 2 2 2. 


он 2 
16x? -25y? - 400 =0 4) 9x? -16y?- 144 
4x? - 5у2+20= 0 6) х2-2у2-8=0 
x?- 4у2+16= 0 8) x2-y2=1 ` 
у?-х?=2 10) y?-4x?=1 
x?-9y?-] 12) 2у2- 4х2=1 


Esbogar o gráfico de uma hipérbole (com suas assíntotas) de centro (0, 0), eixo real 
sobre Ox e excentricidade 


5 3 
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Em cada um dos problemas de 14 a 37, determinar uma equação da hipérbole que 
satisfaga as condigóes dadas. Esbogar o gráfico. 
14) focos F(+5,0), vértices A(+3,0); 
15) focos F(0, +3), vértices A(0, +2); 
16) focos F(0, +4), eixo real de medida 2; 


17) focos F(+8, 0), excentricidade i 


18) vértices A(O, +5), excentricidade 2; - 

19) vértices A(O, +2), distância focal 2411 ; 

20) focos F(+4, 0) e que seja hipérbole eqüilátera; 

21) focos F(+5, 0), eixo imaginário medindo 4; 

22) centro C(0, 0), eixo real sobre Oy, b = 8, excentricidade i ; 


23) vértices A(+4, 0) e passando por P(8,2); 
24) vértices A(+3, 0) e equações das assíntotas y = +2x; 


25) vértices A(0, +2) e equagóes das assíntotas y = +, X; 


26) focos F(+3, 0) e equações das assíntotas y = +x; 

27) centro C(3, 2), um vértice A(1,2) e um foco F(-1, 2); 

28) vértices em (3, -2) e (5, -2) e um foco em (7, -2); 

29) vértices em (2, -4) e (2, 0) e um foco em (2, -2+ 4/13 y 

30) vértices em (5, -1) e (5, 5) e excentricidade 2; 

31) focos F (3, -2) e F (3, 4) e excentricidade 2; 

32) focos E (-6, 1) e Б, (0, 1) e eixo real medindo 4; 

33) centro C(5, 1), um foco F(9, 1) e eixo imaginário medindo 442 ; 

34) vértices A, (-3, -4) e А, (-3, 4) e que seja hipérbole eqüilátera; 

35) focos F (-1, -5) e E, (5, -5) e que seja hipérbole eqüilátera; 

36) centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy e passando por (3, -1) e (-1, 0); 
37) centro C(-2,1), eixo real paralelo a Ox e passando por (0, 2) e (-5, 6). 

Em cada um dos problemas 38 a 43, determinar a equação reduzida, o centro, os 
vértices, os focos, a excentricidade e equações das assíntotas das hipérboles dadas. Es- 
boçar o gráfico. 

38) 9x? - 4y? -18x -16y - 43-0 41) 4x? - y?-32x+4y+24=0 
39) x?-4y?+6x+24y -31=0 42) 16x? - 9y? - 64x -18y+199=0 


40) 9х2 - 4y? - 54x - 8y 4113-0 43) 25x? - Ay? 40y «0 
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Nos problemas de 44 a 49, obter equações paramétricas da hipérbole de equação 


dada. 

44) х2-4у2-4 47) 9x2-16y?+1=0 _ ` 

45) 3y?-x?-9=0 48) 9х2 - 25y? - 18x - 50y - 241=0 
46) x?-y?=1 49) 3x? - у2+18х +18 =0 


Nos problemas 50 a 53, obter uma equação цас da hipérbole dada por equações 
paramétricas. Esboçar o gráfico. 


x —4secO xcosqunad: 
) 32) 
y =2tan0 у=1+45есӨ 
51) нэг S 53) х = 25есӨ 
у = ЗѕесӨ ly=4+/3tang 
54) Determinar os focos da hipérbole de equações x = 4+ /5tan9 e у=-5 + 25есӨ. 
| | a 
55) Encontrar uma equação de hipérbole com focos nos vértices da elipse ART pe 


vértices nos focos dessa elipse. 
2:4? 
: A 2 x 
56) Encontrar uma equacáo da рее com focos nos vértices da hipérbole 2 ыгэ =le 


vértices nos focos dessa hipérbole. 


57) Encontrar uma equação da hipérbole de excentricidade 2 е focos coincidentes com os 


2 y? 


focos da elipse Зоо шү, 
25 9 
58) Determinar uma equação da curva descrita por um ponto que se move, de modo que 
sua distáncia ao ponto A(-1, 3) seja 
a) igual a sua distáncia á reta x = 3; 
b) a metade de sua distáncia á reta x = 3; 


C) o dobro de sua distáncia à reta x = 3. 
Respostas de Problemas Propostos 


1) А(42,0), F(+413,0), e=, 


+ 


< 
Il 
H- 
Q | gin t2| S 
> > 


2) A(0,+2), F(0, +413), e= 


JSE 
pu 


3) А(+5,0), F(+/41,0) e= 


< 
it 
+ 
x 


+ 
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4) 


5) 


6) 


7) 


8) 
9) 


10) 


11) 


12) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 


38) 


АСМ,0, | E(*5,0), е = | 
А(0, +2), — F(O,+3), e- > 
A(E242,0), Е(4243,0), e= © I 
A(0,+2)  Е(0,+2,/5),.. e=.5, 
А(&1, 0), F(t42,0, е-4/, 
A(0t42,),  F(0,£2), | e-242, 
А(0, +1), БО, + 2 e= S 
А(&1, 0), re, 0), e= мо | 
A(O, + 2) F(0, + 45, е= a 


16x?-9y?-144 20 
4х? -5y?4 20-0 
15y?-x?-15=0. 
7х2 -9y?-252=0 
x?-3y2+75=0 
4х? - 7у2+28 = 0 
x2-y2=8 
4x? - 21y2=84 
16у? -9x?- 576-0 
х2-12у2-16-0 
4х2-у2-36-0 
16y? - x?- 64 

12 12 


4 
3x-2y-7=0e3x+2y+1=0 


2231-0022 AO AO) TOI: 2), es PD 
9 I 2 


3 
=+—x 
цагг 
5 
, NOJ А 
= +—— x 
DES 
1 
-t—x. 
pomum 
у=+х 
‚ У=+х 
y = +2х 
— 
ies 
y=+/2x 
26) 2x?-2y?-9 . | 
27) 3x? - y? -18x 4 4y 411-0 
28) 8x? - y?- 64x - 4y 4116-0 
29) 4x?- 9y? -16x -36y 416-0 
30) x?-3y?-10x 412y 440-0 | 
31) 12y? - Ax? - 24y+24x - 51-0 
32) 5х? - 4y?- 30x -8y - 21-0 
33) x?- y? - 10x 4 2y 416-0 
34) x? - y^* 6x 425-0 
35) 2x?- 2y?-8x - 20y -51=0-. 
36) 5х2 - 8y? - 20x - 48y -25=0 
37) 24х2-5у2-96х-10у-0 


413 
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12 12 
39) EX CC3,3), A C5, 3), A; C, 3), Е(-3 + 45,3), e = ss 
x-2y+9=0e x+2y-3=0 
12 12 
40) E - х -1, CG, D, AG, -2), А, (3, 4), FG, 1+ 13), e = 
3x-2y-7=0 e 3x+2y-11=0 
12 12 | 
үх Гэ : ГЭ =1, C(4, 2), A, (l, 2), A; (7, 2), F(4 £345, 2),e= 5 
2x-y-6=0 e 2x+y-10=0 
у'? х'? : 
42) ig y =100, 2), А, -5), А; 2,3), В 2, 6), EQ, де - 7 
4x -3y -11=0 e 4x+3y-5=0 
12 2 
43) i - E=1,C(0, 5), A, (0,0), A; (0,10), F(0, 5+/29), e = ES 
5х -2y +10=0 e 5x+2y-10=0 
32509 
x = 25есӨ : 
ш, 47) 
у = tanO | 
y = —secO 
4 
45) dad 48) s 
y = J3sec0 y=-1+3tan@` 
Ñ 9 =- 
ыг |, = 49) 4* 3+ уЗ sec 0 
y =tan0 y = ЗіапӨ 


50) x? - 4у2-16=0 

51) 9x? -у2+9=0 

52) 16x? - 9у2 - 64х +18у +199 = 0 
53) 3x? - 4у2+32у - 76 = 0 

54) (4, -8) e (4, -2) 

55) 9х2-16у2-144-0 


56) 9х2-5у2-45-0 


2 y? 


x 
4 12 


—arar—rusaas rara rr 
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58) a) y?-6y+8x+1=0 (parábola) 
b) 3x?+ 4y? +14x - 24y +31=0 (elipse) 
с) 3x? - y? - 26x + бу +26 = 0 (hipérbole) 


Curiosidades 

Para encerrar o estudo das cónicas, vejamos, a título de ilustração, a propriedade da re- 
flexão de cada uma delas. : ; 
1) Parábola I 

Na prática, esta curva tem uma série de aplicações. 
Ouve-se dizer que antenas de TV e os espelhos dos faróis . 
dos automóveis são parabólicos. Mas isso tem alguma 
coisa a ver com a curva que estudamos? Tem tudo. ` 

Na verdade não se trata de “uma” só parábola e sim 
de um parabolóide (Figura 8.46), que é a superfícié de 
revolugáo obtida girando-se a parábola em torno do seu 
eixo. Todas as infinitas parábolas que possamos imaginar 
formando o parabolóide tém o mesmo foco F. 

Admitindo espelhada a parte interna deste parabolóide 
(pode ser um farol de automóvel, ou holofote, ou outros refle- 
tores em geral), se uma fonte de luz for colocada em F, os 
raios que esta fonte irradia seráo refletidos ao longo de retas 
paralelas ao eixo (Figura 8.47). 

Esta propriedade, chamada re- 
flexão, está baseada no fato de que, 
sendo f£ uma reta tangente a uma pará- 
bola no ponto P (Figura 8.48) o án- : 
gulo œ (ángulo de incidência) é igual Figura 8.47 
ao ángulo В (ângulo de reflexão). 


Figura 8.46 


А 


Este mesmo ргіпсіріо ё utilizado na 
fabricagáo de antenas parabólicas e espelhos 
de telescópios. Como os sinais (ondas de 
rádio ou raios de luz) sáo muito fracos, há a 
necessidade de captá-los utilizando uma su- 
perfície ampla e concentrá-los num único ponto (que é o foco F) a fim 


de serem amplificados (Figura 8.49). 


Figura 8.48 


Figura 8.49 


—é_ — — P e 


210 Vetores e Geometria Analítica 


Entende-se agora porque as antenas e os espelhos telescópicos precisam ser parabólicos. 

O experimento da foto (Figura 8.50) encontra-se no Museu de Ciéncias e Tecnologia 
da PUCRS e traduz de uma forma particular a propriedade da reflexáo da parábola. A 
mesa é dotada de um anteparo curvo de forma parabólica. O orifício na mesa está exata- 
mente na posição do foco desta parábola. Então, um objeto (na foto é um botão) ao ser 
lançado paralelamente ao eixo da curva, após chocar-se contra o anteparo, retorna e cai 
sempre no orifício. O menino da foto deve estar achando esta "proeza" resultado de sua 
habilidade. 


Figura 8.50 
2) Elipse t 
A propriedade da reflexão na elipse é análoga à da parábola. Se / na 
é a tangente no ponto P de uma elipse de focos Б e E), são iguais os IN 


ángulos œ e В formados pela reta tangente e os raios focais F P e 
F, P, respectivamente (Figura 8.51). 

Imaginando uma superfície obtida girando-se a elipse em torno 
do eixo maior (a superfície é um elipsóide), e admitindo espelhada a parte Figura 8.51 
interna, se uma fonte de luz for colocada num dos focos, digamos F|, os 
raios que esta fonte irradia seráo refletidos todos no outro foco 
Б, (Figura 8.52). 

Se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos uma 
fonte sonora, o som emitido de F, se refletiria nas paredes 


do elipsóide, convergindo em Б. 


Figura 8.52 
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3) Hipérbole 
A propriedade da reflexão na hipérbole é análoga à da elipse: a reta tangente t num 


ponto P da hipérbole é bissetriz do ángulo formado pelos raios focais FP e БР, isto é, 
& = В (Figura 8.53(a)). 


Seja a superfície obtida girando-se uma hipérbole em torno da reta que contém seu 
eixo real (a superfície é um hiperbolóide de duas folhas), e admitindo-se espelhada a parte 
externa da superfície, todo raio de luz incidente à superfície na direção de um dos focos, é 
refletido na diregáo do outro foco (Figura 8.53(b)). 


(а) (b) 


Figura 8.53 


Superfícies 
Quádricas 


Introdução 
À equação geral do 2º grau nas três variáveis x, y e z 


ах?+ by^4 cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + пу +pz+q=0 


onde pelo menos um dos coeficientes a, b, c, d, e ou f é diferente de zero, (a fim de assegu- 
rar grau 2 para a equação), representa uma superfície quádrica, ou simplesmente, uma 
quádrica. 

Observemos que, se a superfície quádrica dada pela equação (1) for cortada pelos 
planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de interseção será uma cónica. 
А interseção de uma superfície com um plano é chamada traço da superfície no plano. 

Por exemplo, o traço da superfície quádrica (1) no plano z = O é a cônica 

ax?+by?+2dxy + mx +ny+q=0 : (2) 
contida no plano z = 0, isto é, no plano xOy, e representa uma elipse, uma hipérbole ou 
uma parábola, pois suas equacóes gerais sáo desse tipo. Em casos particulares, no entanto, 


a equação (2) pode também representar uma reta (3х?= 0>x=0), ou duas retas 
(xy =0 © x «00u y =0), ou um ponto (3х2+4у2=0 < х = у=0) du o conjunto va- 
zio (x^ y^ 3 = 0). Estes casos constituem as cónicas degeneradas. | 


A redução da equação geral (1) das quádricas às suas formas mais simples exige 
cálculos laboriosos, o que náo é objeto deste texto. Daremos énfase ao estudo das quádri- 
cas representadas por equações denominadas canônicas e intimamente relacionadas às 
formas reduzidas das cónicas. 


 ———— — — pa —— R ———————MH "MM NM MM 
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Superfícies de Revolucáo 

Superfície de Revolugáo é a superfície gerada por uma curva plana (chamada geratriz) que 
gira de 360° em torno de uma reta (chamada eixo) situada no plano da curva. Neste caso, о 
traço da superfície num plano perpendicular ao eixo é uma circunferência e a equação da 
superfície de revolução é obtida através da equação da geratriz. | 


Exemplo 


em torno do eixo dos y 


2. 
Seja a superfície gerada pela revolução da parábola É 2 
Х = 


(Figura 9.1). 


P(x,y,z) О(0,у,2:) 


Figura 9.1 


Seja P(x, y,z) um ponto qualquer da superfície e C(O, y,0) o centro da circunferên- 
cia que é o trago da superfície no plano que passa por P e é perpendicular ao eixo dos y 


z 


(eixo de revolução). A interseção desta circunferência com a parábola é o ponto 
О(0,у, 21). 

Seja R o pé da perpendicular tragada de P ao plano xy. Ainda, СР = СО = г, por 
serem raios da mesma circunferéncia. 


Como o triángulo CRP é retángulo em К, vem CP= CR) + (RP)? = x? 25: 


Mas, СО = z, = 42у , pois О é ponto da parábola. Portanto, 


Ух? +22 = J2y 


х2+22= 2у 6) 
que é a equagáo desta superfície. 


ou 
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Observemos que essa equação (3) pode ser obtida imediatamente pela substituição, 
na equação z? =2у (geratriz), de z por Vx? +22 . Utilizaremos este procediménto para 
todos os casos de superfície de revolução. 

Entáo, se a geratriz estiver contida num dos planos coordenados e girar de 360? em 


torno de um dos eixos desse plano, a equacáo da superfície assim gerada será obtida da 
seguinte maneira: se a curva gira em torno 


W do eixo dos x, substitui-se y ou z na equação da curva por а/ у? +7?; 


р do eixo dos у, substitui-se x ou z na equação da curva рог үх? +z? ; 


'с) do eixo dos z, substitui-se x ou y na equação da curva por x? +у?. 
1 A 


A seguir estudaremos as superfícies quádricas denominadas elipsóides, hiperbolói- 
des e parabolóides. 
Observacáo 
Quando da substituigáo de z por J4x?* z? na equação 22= 2y para resultar. x?» z? = 2у, 
considerou-se z 20. Para se ter a superfície completa devemos substituir z por 


+үх2 +22, о que пао vai alterar em nada а equagáo (3) da superfície. A mesma obser- 
vação vale também para as outras substituições acima descritas., 


Elipsóides 
Consideremos no plano yz a elipse Ao girarmos essa elipse em torno do eixo Oy, 
de equacóes obtemos o elipsóide de revolucáo (Figura 9.3), 
y 22 cuja equação será obtida da equação da elipse, 
Б CÊ =1, x = 0 ( Figura 9.2) substituindo-se z 
с 
л рог tyx?«z? : 
2 20.2 
х^+7 
+ ды = 
ou 
25 ыз 2 
c^ b^ c 


Figura 9.2 Figura 9.3 


1 
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De maneira análoga se obtém o elipsóide de revo- 
lução em torno de Oz. Neste caso sua equação é obtida 
da equação da elipse, substituindo-se у рог 


t4x? + y? : 


O elipsóide da maneira mais geral (Figura 9.4) 6 
representado pela equação 


` 2 A E 2 КЕ а c ur uic UOI Figura 9.4 
| 
EE A ТОРЕ С 


onde a, b e c são reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipsóide. 
Observemos ainda que os pontos (ta, 0, 0), (0, + b, 0) e (0, 0, + c) são soluções da equação 
(4), chamada forma canónica do elipsóide. 


2 2 
: х x 
O traço no plano xy é a elipse — +> =1, z = 0 e os traços nos planos xz е yz sáo 
a^ b 
2 „2 y z? 
as elipses UR ee 1,у=0е ЕГЕ 1, х = 0, respectivamente. 
a^ c b^ c 


Observemos também que as interseções do elipsóide com planos = k, y = k ou z = К 
(k 2 constante), resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio. 
No caso dea = b = c, a equacáo (4) toma a forma 


e representa uma superfície esférica de centro (0, 0, 0) e raio a. 

Observemos que esta superfície também é de revolugáo e obtida pela revolugáo de 
uma circunferéncia em torno de um de seus diámetros. 

Se o centro do elipsóide é o ponto (h, k, 1) e seus eixos forem paralelos aos eixos 
coordenados, a equacáo (4) assume a forma 


—cñ 


A A a, A 1 


(х- h) (у-Ю* (2-0? , || 


a? p? c? 


arat 


obtida por uma translacáo de eixos. 
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Exemplos 

1) Determinar uma TES da superfície esférica de centro C e raio r, nos casos: 
a) С(0, 0, 0), r = 
b) CQ, 4, -1), r = E 


Solucáo: 
a) Da (5), vem ied amapis 
х2+у2+22= 42 ов. xyz? > 162 0 


b) Se o centro da superfície esférica é C(h,k,1), por simples translação de eixos a 45433659 
(5) assume a forma 


(x -h)”+ (y 19% (z - D2= r2 (6) 
No caso presente, tem-se 
(х - 2)2+ (y - 4)2+(2+1)2= 32 | 
ou | 
x?- Ax c A y? -8y 4164 z? +22+1=9 
ou 
х? +у2 e z?- Ax -8y 42241220 
2) Dada a equação da superfície esférica x? + y? +22 +6x — 4y-12=0, determinar o 
centro e o raio. | 
Solucáo: 
Comecemos escrevendo a equagáo na forma 
(x? +6x) - (y? -Ay) +22 212 
e completemos os quadrados 
(x? 6x +9) - (y? -Ay 4) - (z2) 212494 
náo esquecendo de somar 9 e 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma feita ao pri- 
meiro membro. 
Logo, a equacáo fica 
(x +3) + (у - 2)? +(z - 0)? = 52 
e, portanto, C(-3, 2, 0) er =5. 
Observacáo | 
E fácil ver que uma equacáo de superfície esférica do tipo (6) poderá representar 
a) um ponto, se r° =0 (ёо próprio centro); | 


b) um conjunto vazio, se r?« Q. 
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3) Obter uma equagáo geral do plano x tangente à superfície esférica 
x? +y? +z? -4x+6y+22-35=0, no ponto P(4, 3, 2). 


Solucáo: 
Um plano 7 é tangente а uma superfície esférica de centro C e 
raio r se a distância d(C, л) = г e, sendo P o ponto de tangén- 
cia, о vetor CP é um vetor normal a m. Entáo, precisamos 
determinar o ponto C. 

Utilizando: o método do problema anterior, a equação da 
superfície esférica será 


(х -2)2 «(y * 3? +(2+1)? 249 
e, portanto, C(2, -3, -1). 

Como CP=P-C= (2, 6, 3) é um vetor normal a т, uma 
equação geral de x é 2x+6y+3z+d=0 e pelo fato de que 
Р(4, 3, 2)є л tem-se 2(4)+6(3)+3(2)+4=0 e d=-32. 
| Logo, uma equação de л é 2x +6y+3z-32=0. 


Hiperbolóides 
Consideremos no plano yz a hipérbole de equações 
2 „2 
57-52 Tl x=0 (Figura 9.6) 


Figura 9.6 


Nu 


Figura 9.5 


Os hiperbolóides de revolução serão obtidos por rotações em torno de um de seus 


eixos. 
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a) Hiperbolóide de uma Folha 

A rotação dessa hipérbole em torno do eixo Oz 
resulta no hiperbolóide de uma folha (Figura 9.7), 
cuja equação será obtida da equação da hipérbole . 


substituindo-se y por + хх? + у? 


x? + y2 22 ш 
b? c? 
ou | 
x? у? 22 _ 
b? b2 I с? E 


Um hiperbolóide de uma folha da maneira mais 
geral é representado pela equação 


Figura 9.7 


chamada forma canônica do hiperbolóide de uma folha ao longo do eixo Oz. As outras 
duas formas são : 1 


e representam hiperbolóides de uma folha ao lóngo dos eixos Oy e Ox, respectivamente. 
` A equacáo (7) mostra que o trago do hiperbolóide no plano xy é a elipse 


2 2 
х . 
+2 =1,2=0 
a 
e os tragos nos planos xz e yz sáo as hipérboles 
x? 32 y z? 
—у-—у=1!,у=0 е — o. bx240 
a^ c b c 
respectivamente. E 


Um traço no plano z = ké é uma elipse que aumenta de tamanho á medida que o » plano 
se afasta do plano xy. Os traços nos planos x = k e y = k são hipérboles. 


Observacáo 

É importante assinalar que, embora a Figura 9. 7 mostre um hiperbolóide limitado ao longo 
do eixo Oz, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos que se 
restrinja o valor de z a um intervalo limitado). Esta observação estende-se para todas as 
superfícies a serem apresentadas. 
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b) Hiperbolóide de duas Folhas 

A rotação da hipérbole da Figura 9.6 em tor- 
no do eixo Oy resulta no hiperbolóide de 
duas folhas (Figura 9.8) cuja equação será - 
obtida da equação dessa hipérbole, substitu- 
indo-se z por ty x? +z? : 

y xz 


ou 


Figura 9.8 


chamada forma canónica do hiperbolóide de duas folhas ao longo do eixo Oy. As outras 


duas formas sáo 
2 22 „2 у E х2 
a? b? с? a? b? с? 
e representam hiperbolóides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente. 
Observemos ainda que os traços desses hiperbolóides nos planos x = k, y = k ou 
z = k (k = constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio. 


y? 12 
2 


Resumo 
As equações dos elipsóides e hiperbolóides podem ser reunidas em 
х2 у? 22 
+—+=—+—=1 


a? b? c? 
e conforme os sinais dos termos do 1? membro, apresentados nesta ordem, temos o se- 
guinte quadro: 


Elipsóide 


Hiperbolóide de 
uma folha 


Hiperbolóide de 
duas folhas 
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Parabolóides 


a) Parabolóide Elíptico - 
Consideremos no plano yz a parábola de equações 
: | 


z= x = 0 (Figura 9.9) 


p?" 
A rotacáo dessa parábola em torno do eixo Oz resulta no 
parabolóide de revolução (Figura 9.10) cuja equação será obtida 


da equação da parábola, substituindo-se y por ++/x*+ y? 


Um parabolóide mais geral, denominado parabolóide 
elíptico, é representado pela equacáo 


(8) 


chamada forma canónica do parabolóide elíptico ao longo do 
eixo Oz. As outras duas formas sáo 


"m E Nw 
a^ e ` b? c 
e representam parabolóides elípticos ao longo dos eixos Oy e Figura 9.10 


Ox, respectivamente. 

А equacáo (8) mostra que o trago do parabolóide no plano xy (2 = 0) é a origem (0, 0, 0), 
os traços nos planos z = К> 0 são elipses, nos planos : 7 = К < 0 são vazios e nos planos 
x=key=ksão parábolas. 


2 


Ехетріо 
A Figura 9.11 representa o рр elíptico de 


equacáo 


у = 4х2+22 

ой 
_ x2 (22 
шингээн 


4 
ао longo do еїхо Оу. 


Figura 9.11 
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2 Р 
Observemos que по plano у = 4 está a elipse o =1 e as parábolas nos planos x = 0 


ez=0sáo 

у=22,х=0 е y = 4x?, 2 = 0, respectivamente. 
b) Parabolóide Hiperbólico 
A superfície dada por uma equação do tipo 


2 2. 
| зч5 o 
A c o de гэг мыч 


é denominada parabolóide hiperbólico e esta equagáo é chamada forma canónica do pa- 
rabolóide hiperbólico ao longo do eixo Oz (Figura 9.12). As outras formas sáo 


заг x? 
03:42 
е 
E y? 
ER 
c b 


e representam parabolóides hiperbólicos ao 
longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente. 

A equação (9) e a própria Figura 9.12 
mostram que os traços nos planos x = k e 
y = k sáo parábolas, ao passo que em z = k 
sáo hipérboles que se degeneram em duas 
retas quando z = 0. Na verdade, fazendo 
2 = 0 na equacáo (9), resulta 


2 2 i 
y | Figura 9.12 


e representam as duas retas acima referidas, podendo ser visualizadas na Figura 9.12. 
Ainda com relação à equação (9), observemos que quando z = k > 0, os tragos nesses pla- 
nos sáo hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z = k < 0, os tragos sáo 
hipérboles de eixo real paralelo a Ox. 
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Superfícies Cónicas 
Consideremos no plano yz a reta g de equações 
z = my, x = 0 (Figura 9.13). 


A rotacáo desta reta em torno do eixo Oz resulta na superfí- 
cie cónica circular (Figura 9.14) cuja equação será obtida da 


equação da reta substituindo-se y por + 4/х 24 y? - 
Z= m+ Jx^ y? | ou z2= m?(x?+ y?) 


ou ainda, 


A reta g é chamada geratriz da superfície e o ponto O, que 
separa as duas folhas é o vértice da superfície. 

Uma superfície cónica mais geral, denominada superfície 
cónica elíptica é representada pela equacáo 


chamada forma canónica da superfície cónica ao longo do eixo 
Oz. As outras duas formas sáo 


2 2 3 2 
X 7. 7 
ye 222 e x= > +» 
a^ c b^ c Figura 9.14 


e representam superfícies cónicas elípticas ao longo dos eixos Oy 
e Ox, respectivamente. 

À equação (10) mostra que o traço da superfície no plano ху (z = 0) é o ponto O(0, 0, 0) e 
em z = k são elipses. Os traços nos planos x = k ou y = k são hipérboles que se degeneram 
em duas retas no caso de x = 0 ou y = 0. 


Exemplo 
Se a reta z = 2y, x = 0, do plano yz é girada em torno de Oz, a superfície de revolução 
resultante é a superfície cónica circular de vértice na origem e eixo coincidindo com Oz, e 


cuja equação se obtém de z = 2y substituindo y por + y] х?+у?:. 
z=+2yx?+ y? ou z? =4(x?4+ y?) 


Observacáo | . | 

No caso dos hiperbolóides, parabolóides e superfícies cónicas de centro ou vértice no 
ponto (h, К, 1) e eixo paralelo a um eixo coordenado, de forma análoga ao que foi feito pará 
нэгтгэх гт цэг I a l ЗЕН АЎ 
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o elipsóide, as equagóes seráo obtidas das correspondentes formas canónicas substituindo- 
se x por x - h, y por y - k e z por z - 1. 


Superfícies Cilíndricas 
Seja C uma curva plana e r uma reta fixa náo-paralela ao plano de C. 

Superfície cilíndrica é a superfície gerada 
por uma reta g que se move paralelamente à reta 
fixa r em contato permanente com a curva plana C. 

A reta g que se move é denominada geratriz 
e a curva C é a diretriz da superfície cilíndrica 
(Figura 9.15). 

Esta superfície pode ser vista como um con- 
junto de infinitas retas paralelas que sáo as infini- 
tas posicóes da geratriz. 

Em nosso estudo consideraremos apenas 
superfícies cilíndricas cuja diretriz é uma curva 
que se encontra num dos planos coordenados e a 
geratriz é uma reta paralela ao eixo perpendicular 
ao plano da diretriz. 


Para exemplificar, consideremos a parábola Figura 9.15 
no plano xy dada por 
х?= 2у (11) 


(na verdade a parábola tem equações: х2= 2у, z = 0). 

Como a geratriz é uma reta paralela ao eixo Oz, a su- 
perfície cilíndrica está ao longo deste eixo (Figura 9.16). : 

É importante observar que se tomarmos um ponto da 
diretriz, por exemplo AQ, 2, 0), todo ponto do tipo (2, 2, z), 
para 2 real qualquer, também satisfaz a equação (11) pois ` 


esta pode ser vista como x*= 2y+0z. Em outras palavras, а 
superfície contém o ponto A e toda reta por A e paralela ao eixo 
Oz. Significa dizer: o valor de z não influi no fato de um ponto Figura 9.16 
Р(х, у, 7) pertencer ou não à superfície. Então, como para o ponto só interessam as variáveis x e 
y a própria equação da diretriz é a equação da superfície cilíndrica, isto é, 
x*=2y 

A auséncia da variável z para este caso permite concluir de modo geral: o gráfico em 
três dimensões de uma equação que não apresenta uma determinada variável, corresponde 
a uma superfície cilíndrica ao longo do eixo desta variável ausente. E, ainda, conforme a 
diretriz seja uma circunferência, elipse, hipérbole ou parábola, a superfície cilíndrica é 
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chamada circular, elíptica, hiperbólica ou parabólica. ` 
Portanto, a Figura 9.16 apresenta uma superfície cilíndrica 
parabólica ao longo do eixo Oz. 

Assim também, a equação 


+ 
4 9 
representa uma superfície cilíndrica elíptica (a diretriz é 
uma elipse) ao longo do eixo Oy (y é a variável ausente) 
(Figura 9.17). 


Figura 9.17 


Problemas Propostos 
1) Determinar uma equação das superfícies esféricas nas condições dadas. 
a) Centro C(2, -3, 1) e raio 4. 
b) Centro C(4, -1, -2) e passando por P(2, 3, -1). 
c) O segmento de extremos A(-1, 3, -5) e B(5, -1, -3) é um n de s seus diámetros. 
d) Centro C(-2, 3, 4) e tangente ao eixo Oz. 
e) Centro С(О, -4, 3) e tangente ao plano T:x+2y-2z-2=0 
2) Determinar uma equacáo da superfície esférica de centro C(2, -3, 4) e 
a) tangente ao plano xOy . 
b) tangente ao plano xOz 
c) tangente ao plano yOz 
Obter uma equação geral do plano tangente à superfície esférica E no ponto P. 


a) E:x 24 y 2+ z2= 9, P(2, 1, -2) 
b) E: (x -3)2+ (y +1)2+(2- 2)2=12, P(1, -3, 4) 
c) E: x^ y2+z2- Ax +2y - 6z - 11= 0, PQ, -5, 6) 


4) Obter uma equagáo da superfície gerada pela rotacáo de cada uma das curvas dadas 
em torno do eixo indicado. 


3 


ми 


х2 у? 

а) тет z = 0; eixo maior. f y=4x2,7=0; eixo Oy. 
х2 у? 

b) qo U Su z = 0; eixo menor. g) z=-2y2 , x = 0; eixo Oz. 

с) x2+y2=9,z=0; eixo Ox. . h) z = 2y , x = 0; eixo Oz. 
2 

d) + y =1,x = eixo Oy. 1) z=2y,x=0; eixo Oy. 
z? | 

е) 4 "Y = 1, x= 0; eixo Oz. P у=х,2= 0; eixo Oy. - 


—a ÑÑ Ñs mzmxÑX—-.- nk rs meses 
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5) Reduzir cada uma das equacóes á forma canónica (caso náo esteja), identificar a super- 


6 


му 


с) 22 =x2+y2+1 -3<z<3 


fície e construir seu gráfico. . 
a) х2+у2+22= 25 1) 36x? - 4у2+922=0 


b) 2х2-4у2-22-16-0 m) 4x?+ 4y? -z2= 0 ` 
c) 36х2+16у2+922 -144=0 n) z=x?+ y? 
d) 36х2+16у2 - 9z? -144 = 0: | 0 O) Z=2+x2+ y2 
e) 4x? - y?+ 4z? -4=0 | o р) z=-x?- y? 
f 22-4х2-4у2-4 q) 2=6-x?- y? 
g) 4x?- y?+222+4=0 D у= 2+х2 +22 
h) 4х2-:2-у-0 o s) x24 y?=9 
i) 9x?-4y?49z 20 E t) x2+z=0 
j y+42-x=0 | u) 2-4-х2 

. 2 x? 
k) z=y?-x? | 1 Y) sa] 


Identificar e representar graficamente as superfícies expressas pelas equações nos in- 
tervalos dados. Е | 


7. 
a) x?v— --2, -3<z<0 


b) 3x? - y?«-2z?«0, -6<y<6 


p z-4-2x?-y?, 0<2<4 


d) z?zx?^-y?4, -3<2<3 k) y2+4z2=x, 0<х<4 
2? й 

е) у=-2+х°+——, -2<y<2 D у2+422-4=0,-4<х<6 

f y=6-x2-z2, -3<у<6. m) у2-х2=16, 0<2<4 

р) x?-2z, -3<у<5 n) z=9-y?, -4<x<4 


7) Identificar as superfícies definidas pelas equações, dizendo ao longo de que eixo élas 


ocorrem, conforme o caso. ‚ 


а) 25x2+100y2+ 362?- 900 = 0 с) z=-4/16- x? - y? 
b) z=4/9 - x?- y? . | d) y = 416х2+ 42? 
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Ө mary 7 77 2» в=-үх?+у? 
f 12х2-4у2-3:2-12-0 j 2=3-4/x? + y? 
g) z=Jx2+y2-1 k) х2-2-9-0 

h) z=4/4+4x?+ 4y? 2-2 1) x-y=0 | 


8) 


9 


хи 


10) 


Identificar a superfície 5 e a sua interseção com o plano л dado. Representar grafi- 
camente esta intersegáo no plano л. 


а) S:y?-4z?-2x -0 e m:x-2=0 
b) 5:4х2+4у2-22=0 e m:z=4 


2 2 
c) Siz=. EY e л:7=1 
4 9 
2\2 „2 
d) o Z e T:x-2 
4 8 16 


e S:x4+y+z?=0 e T:y+4=0 

f) S:18x^-9y?-22? -18 20 e m:z-3 
Identificar e descrever as superfícies de equações dadas. 
а) х^+у2+22 -6x 4 4y 49-0 

b) х2-4у2-8х -8y - 424 28-20 


с) 4х? - 2у2+22 -24x - 4y - 82 4220 


d) 2x?- y? - 422 +2у+5=0 

e) x^«y?-2y x0 

f) у2- 422 - 4х -6y -24z -31-0 

g бх2+3у2+ 222+ 24x - бу -122+39=0 
h) x^-4x -z 4620 

i) 2x?-6y?-32? -24y+62-27=0 

7 x2+ y? -4x-6y -z41220 


O trago de um elipsóide (centro na WEBER) no lang xy é a elipse x?+ e =1,z=0. 
Determinar a equacáo do elipsóide, sabendo que contém o ponto (0 (0,1, 6). _ 
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11) Deduzir uma equação do parabolóide de vértice na origem, sabendo que sua interse- 


ção com o plano z = 4 é a circunferência de centro (0, 0, 4) e raio 3. 
2 2 52 


12) Determinar os vértices e os focos da elipse So ml, z=3. 
Respostas de Problemas Propostos 
1) a) x?+y?+z?-4x+6y-22-2=0 
b) x2+y?+272-8x+2y+472=0 
c) x2+y2+z2-4x-2y+8z+7=0 
d) х2+у2+22+4х -бу-82-16-0 
e) 9х2+9у2+922+72у - 54z - 31=0 
2) a) x?+y?+z? -4x+6y -82+13=0 
b) х2+у2+22 -4x+6y-82+20=0 
с) x2+y*+2?-4x+6y-82+25=0 
3) а) 2x+y-2z-9=0 
b) х+у- 2+6=0 
с) 4у - 32+38 = 0 
2 2 „2 | 
х y ,Z 2 2 
4) а) —+— +— =l =4x'+4z 
а 1164 0 y=4x 
2 2 „2 
ху 4 2 2 
b) —+— +— =l ®=-2х°-2 
) 4 716 16 8) y 
22 
c) x2+y2+z2=9 h) x’+y’ -50 
2 2 2 2 
Х 2,2 AX 2 Z 
d) —-y^-—-l1 —-y + —=0 
YN AA 
22 
е) q У = p х?-у?+22=0 
2 y2 32 
5) а) ху +2_=1, superfície esférica de raio 5 
25 25 25 


2 2 2 
b) É + 42 =1, elipsóide 
8 4 16 
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2 2 


o =, elipsóide 
4 9 16 | 
x^ у? x? " m 
d) — + — - — = 1, hiperbolóide de uma folha 
4 9 16 | 
2 0 2 : 
e) T - | + тше 1, hiperbolóide de uma folha 


2 
f) x?- y? + 2 = 1, hiperbolóide de duas folhas 


y? 2 I 
g) -х2 + 2-527 = 1, hiperbolóide de duas folhas. 
x? 
h yz meu z? , parabolóide elíptico 
4 
y? 
i) z=-x?°- r= parabolóide elíptico 
4 А 
2 


p x=y +2 , parabolóide elíptico 


k) parabolóide hiperbólico 


2,22 
rés -y +=» Superfície cônica 
9 9 
2 x2 y2 ER A 
№) 2 = up Rees superfície cónica 
4 4 


n) parabolóide circular 

o) parabolóide circular 

p) parabolóide circular 

q) parabolóide circular 

r) parabolóide circular 

s) superfície cilíndrica circular 

t) superfície cilíndrica parabólica 
u) superfície cilíndrica parabólica 
v) superfície cilíndrica hiperbólica 
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6) a) parabolóide elíptico h) superfície cónica circular 
b) superfície cónica i) parabolóide elíptico 
с) hiperbolóide de duas folhas j parabolóide elíptico 
d) hiperbolóide de uma folha |. . K) parabolóide elíptico 
е) parabolóide elíptico 1) superfície cilíndrica elíptica | 
f) parabolóide circular m) superfície cilíndrica hiperbólica 
g) superfície cilíndrica parabólica ` n) superfície cilíndrica parabólica 
7) a) elipsóide 


8 


9 


МУ 


МУ 


b) semi-superfície esférica superior de raio 3 

с) semi-superfície esférica inferior de raio 4 

d) semi-superfície cónica ao longo de Oy 

e) superfície cónica circular ao longo de Oz: 

f) hiperbolóide de duas folhas ao longo de Oz 

g) semi-hiperbolóide de uma folha ao longo de Oz .. 

h) semi-hiperbolóide de duas folhas ao longo de Oz ` 

1) semi-superfície cónica inferior ao longo de Oz 

j) semi-superfície cónica ao longo de Oz 

k) superfície cilíndrica parabólica ao longo de Oy 

1) plano que contém o eixo Oz 

a) parabolóide hiperbólico e hipérbole 

b) superfície cónica e circunferéncia 

c) parabolóide hiperbólico e hipérbole 

d) hiperbolóide de duas folhas e ponto (2, 0, 0) 

e) parabolóide elíptico e circunferéncia 

f) hiperbolóide de uma folha e elipse 

a) superfície esférica, centro (3, -2, 0) eraio2 _ i 

b) parabolóide elíptico, vértice (-4, 1, 2), eixo paralelo а Oz 

c) hiperbolóide de uma folha, centro (3, -1, -4), eixo paralelo a Oy 

d) hiperbolóide de duas folhas, centro (0, -1, 0), eixo paralelo a Oz. 

e) superfície cilíndrica circular, geratriz paralela a Oz 

f) parabolóide hiperbólico, centro (-1, 3, -3), ao longo de Ox 
g) elipsóide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz 

h) superfície cilíndrica parabólica, geratriz paralela a Oy 

1) superfície cónica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox 

p Paro circular, vértice (2, 3, -1), eixo paralelo a Oz 

52 


10) х2+ X eoe] 


8 


11) 4х2+4у2-92 «0 
12) vértices: (0, +4, 3) e ( € 2, 0, 3), focos: (0, € 245 3). 
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